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RESUMO

No Brasil, muitas sdo as tematicas relativas a Historia da Matematica, que buscam utilizar
0 contexto histérico para contribuir no ensino. Um desses temas é a Sequéncia de Lucas,
que trouxe grandes contribuicbes para a Matematica, incluindo ramos na matematica
recreativa, como a construcdo da torre de Hanoi e para contelldos como a teoria dos
numeros. Nesta pesquisa, objetivamos promover situacfes didaticas sobre o processo de
generalizagdo da Sequéncia de Lucas, envolvendo a identificagdo, a descrigdo e a
exploracdo de propriedade. Para isso, baseamo-nos nas quatro fases da Engenharia
Didatica, a saber: anélises prévias, analise a priori, experimentacdo e analise a posteriori
e, por fim, a validacdo interna. E, seguindo o estilo de pesquisa multitedrica originada na
Franca empregaremos a Teoria das Situacdes Didéaticas, que é composta pelas fases de
acao, formulacdo, validacéo e institucionalizacdo. Com isso, conseguimos construir uma
definicdo e propriedades importantes a partir dos autores consultados, como, também,
aplicamos sete situacdes didaticas com os alunos da disciplina de Historia da Matematica,
do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia do Ceara — IFCE , que
possibilitaram o estudo da Sequéncia Generalizada de Lucas.

Palavras-chave: Sequéncia de Lucas. Engenharia Didatica. Teoria das SituacGes

Didaticas.



ABSTRACT

In Brazil, there are many themes related to the History of Mathematics, which seek to use the
historical context to contribute to teaching. One of these themes is the Lucas Sequence, which
brought great contributions to Mathematics, including branches in recreational mathematics,
such as the construction of the Tower of Hanoi and to contents such as number theory. In this
research, we aim to promote didactic situations about the generalization process of the Lucas
Sequence, involving the identification, description and exploration of property. For this, we
base ourselves on the four phases of Didactic Engineering, namely: previous analyses, a priori
analysis, experimentation and a posteriori analysis and, finally, internal validation. And,
following the style of multi-theoretical research originated in France, we will employ the
Theory of Didactic Situations, which is composed of the action, formulation, validation and
institutionalization phases. With this, we were able to build a definition and important
properties from the authors consulted, as well as apply seven didactic situations with students
of the subject of History of Mathematics, from the Federal Institute of Education, Science and
Technology of Ceara - IFCE, which made it possible the study of the Generalized Sequence of
Lucas.

Keywords: Lucas sequence. Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations.
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1 INTRODUCAO

Com o potencial de apresentar o processo de desenvolvimento e conservacdo dos
conteddos, a Historia da Matematica estd cada vez mais evidente nas discussdes do atual cenario
da Educacdo Matematica no Brasil. No entanto, ainda, percebemos algumas dificuldades para
trabalhar Hist6ria da Matematica em sala de aula, seja como metodologia ou como componente
curricular.

A grande preocupacdo dos professores € de qual método utilizar e como o aluno vai
assimilar os conhecimentos, pois, assim como as outras disciplinas, a Matematica requisita que
o professor tenha um grande conhecimento sobre a mesma e requer, também, na mesma
proporc¢éo, a atencao dos alunos.

Dessa forma, quanto mais experiéncia o professor tiver e levar para a sala de aula,
melhor. A necessidade de transpor o conhecimento cientifico, para a realidade da escola e dos
alunos, proporciona, aos discentes, uma aproximagdo com o0 conhecimento e essa visdo de
transposicao, de conduzir suas aulas e associa-la com outras disciplinas, pertence a Didatica,
isto &, uma relag&o entre o ensino e a aprendizagem.

Neste sentido, vale destacar que a Didatica da Matematica contempla as pesquisas que
investigam sobre a existéncia e o surgimento de obstaculos presentes na construgdo
epistemoldgica de conceitos matematicos em situagdo de ensino.

Um dos grandes problemas enfrentados nas escolas € a falta de atencdo dos alunos,
acarretando um desgaste para os professores, ocasionando, assim, que 0s mesmos busquem e
adicionem a sua pratica alternativas para tornar suas aulas mais atrativas, chamando, dessa
forma, a atencdo dos alunos.

Portanto, a Histéria da Matematica proporciona aos alunos respostas as indagacoes
pertinentes deles, como, por exemplo, para que serve uma formula? Quem a criou? Qual a
importancia de estudar esse conteldo? Dessa forma, podemos perceber que, ao responder esses
e muitos outros questionamentos, a Historia da Matematica possibilita compreender a propria

Matematica. Nesse contexto, Alves (2016, p. 62) preconiza que

O uso da Histéria da Matematica - HM pode representar importante instrumento de
uso didatico e metodoldgico em sala de aula. Sua exploracdo adequada no ensino de
Matematica pode instigar a curiosidade do estudante, na medida em que este
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compreende a evolugdo/sistematizacdo do pensamento e das ideias matematicas desde
sua génese, até um patamar de maior complexidade, abstracéo e consisténcia formal.
Com efeito, sublinhamos que as ideias matematicas sempre nos remetem a conceitos
e, que, determinados conceitos matematicos, podem surgir antes ou depois do
estabelecimento de uma definicdo formal, nomenclatura ou simbologia, que servem,
entre outras coisas, para designar, distinguir e, mormente caracterizar um novo objeto
conceitual.

Nessa perspectiva, vale ressaltar a importancia da disciplina de Historia da Matemaética
para a formacdo inicial do professor de Matematica. Logo, destacamos essa notoriedade da
referida disciplina com o pensamento de Guedes (2017), em seu trabalho de concluséo de curso,
na graduagdo em Licenciatura em Matematica, intitulado “Visdo panoradmica da disciplina de
Historia da Matematica no atual movimento da educacdo matemaética no Ceara”, em que ela
apresenta um panorama de como esta a situagao dessa disciplina em seis? institui¢es cearenses,

assim, a autora conclui:

A disciplina de Historia da Matematica seja ela voltada para sala de aula ou para o
curriculo configura-se como instrumento de pesquisa. Pois ela possibilita
compreender o processo de desenvolvimento e conservacao da Matematica, além de

intervir de forma direta na construgo e na evolugéo de conceitos (GUEDES, 2017,
p. 46).

A vista disso, percebe-se que muitas s3o as tematicas relativas a Historia da Matematica,
que buscam utilizar o contexto historico para contribuir no ensino. Um desses temas é a
Sequéncia de Lucas, o qual recebe esse nome em homenagem ao matematico francés Edouard
Anatole Lucas, que trouxe grandes contribuicdes para a Matematica, incluindo ramos na
matematica recreativa, como a construcao da torre de Hanai e os anéis chineses e, também, teve
contribuicdo com a teoria dos nimeros. Desse modo, esse assunto é uma fragdo da historia da
Matematica que vamos expor, apresentando sua origem, desenvolvimento, contribuicGes e
relacdo com outros contetdos.

Vale ressaltar que, no Brasil, nas pesquisas realizadas € mais comum encontrar
referéncias sobre a sequéncia de Fibonacci, mas, pelo fato de existirem relacdes e propriedades
comuns a esses topicos, em algumas investigacdes, encontramos notas ou se¢des que fazem
alusdo a Sequéncia de Lucas e suas caracteristicas.

Sendo assim, temos como base alguns trabalhos que contribuem para o desenvolvimento

de nossa pesquisa. Destacamos a plataforma The Fibonacci Quartely, em que encontramos

L As seis instituicdes foram: Universidade Estadual do Ceard (UECE), Universidade Federal do Ceara (UFC),
Universidade Estadual do Vale do Acarald (UVA), Universidade da Integracdo Internacional da Lusofonia
AfroBrasileira (UNILAB), Universidade Regional do Cariri (URCA), Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e
Tecnologia do Ceara (IFCE).
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desde livros e artigos antigos, como, por exemplo, livros falando dos nimeros de Fibonacci e
nameros de Lucas, até os anais da décima oitava Conferéncia Internacional sobre Nameros de
Fibonacci e suas aplicacGes, que ocorreu de 1° a 7 de julho de 2018, na Universidade de
Dalhousie Halifax, Nova Escdcia, Canada. O objetivo da conferéncia foi reunir estudiosos de
todos os ramos da Matematica e da ciéncia com interesse em sequéncias de recorréncia, suas
aplicacdes e generalizacbes e outras sequéncias numéricas especiais, ou seja, temos muitos
materiais internacionais que contribuiram para o desenvolvimento desta pesquisa.

Quanto aos trabalhos nacionais, temos o trabalho de Astroline (2017), intitulado
“Numero de Fibonacci e Numero de Lucas”, em que traz um relato sobre a vida de cada
matematico que contribuiu para o desenvolvimento dessas duas sequéncias, bem como as
propriedades de cada uma e sempre relacionando uma com a outra.

Também, encontramos outra dissertacdo, cujo titulo ¢ “Engenharia Didatica sobre o
estudo e ensino da formula de Binet como modelo de generalizagdo e extensdo da Sequéncia
de Fibonacci”, em que o foco principal € a Sequéncia Fibonacci, do autor Santos (2017). Ele
descreve um pouco a Sequéncia de Lucas no quarto capitulo de sua dissertacéo.

O trabalho de Oliveira (2018), intitulado “Engenharia Didatica sobre o modelo de
complexificacdo da sequéncia generalizada de Fibonacci: relagdes recorrentes n-dimensionais
e representacdes polinomiais e matriciais” fala sobre a Sequéncia de Fibonacci e faz algumas
relacbes com a Sequéncia de Lucas. Da mesma forma, temos alguns artigos que serdo expostos
ao longo do trabalho.

Desse modo, apresentaremos um percurso que oferece elementos que caracterizam a
sistematizacdo e generalizacdo da Sequéncia de Lucas. Com esse intuito, descreveremos, em
secOes posteriores, 0 modelo da SL, a partir de sua relagdo de recorréncia, formula de Binet,
que permite a descricdo de muitas propriedades.

A vista disso, essa pesquisa tem como pergunta norteadora: como desenvolver um
estudo sobre o processo de generalizacdo da Sequéncia de Lucas, que promova situagoes
didaticas envolvendo a identificacdo, a descricdo e a exploracao de propriedades do seu modelo
generalizado e seus aspectos evolutivos? Por conseguinte, com o intuito de solucionar esse
guestionamento, o objetivo geral é: desenvolver elementos de um estudo relativo aos modelos
de generalizacdo da Sequéncia de Lucas, que promovam situacdes didaticas que levem a
identificacdo, descricdo e exploracédo de suas propriedades.

Consequentemente, nessa perspectiva, para atingir nosso objetivo geral, nosso caminho

sera seguido diante dos seguintes objetivos especificos:
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e Analisar o desenvolvimento matemético dos modelos de generalizacdo da
Sequéncia de Lucas;

e Descrever situagdes didaticas envolvendo o modelo de generalizacdo da Sequéncia
de Lucas, desconsiderados pelos autores de livros de HM.

e Aplicar uma metodologia de ensino na organizagdo de atividades do modelo de
generalizacdo da Sequéncia de Lucas, voltadas a sala de aula, tendo em vista o
estabelecimento ou formulacdo de definigdes.

Dessa forma, justificamos a importancia do estudo da Sequéncia Generalizada de Lucas
pelo fato de que a Matematica, ainda hoje, € um dos principais percal¢os educacionais e analisar
uma metodologia que possa facilitar o ensino e a aprendizagem dos alunos é algo de forte
impacto para a Educacdo. Entdo, estudar a Sequéncia de Lucas nos da a coragem e a motivacdo
de pesquisar e trabalhar a Matematica de forma ampla, consistente e envolvendo varios
conteddos para contribuir e enaltecer a educacdo brasileira.

No que diz respeito aos procedimentos metodoldgicos, adotamos a Engenharia Didéatica
para desenvolver e organizar esta pesquisa, que, segundo Artigue (1995), esse método tem
quatro fases, a saber: analises preliminares, que é a fase inicial, em que foi feita a analise
epistemoldgica dos conteudos planejados no ensino; analise a priori, que € 0 momento de
confeccionar situacfes didaticas e atividades; experimentacdo, essa fase € 0 momento de por
em pratica tudo que foi abordado nas fases anteriores e, como Ultima fase, temos a andlise a
posteriori, que é o momento de analisar o que foi feito na experimentacdo e comparar com o
cenario inicial.

Temos, ainda, a Teoria das Situa¢des Didaticas, que, de acordo com Brousseau (2007),
organiza a aplicacdo das atividades, constituida pelas situac@es de: a¢do, quando na préatica do
aluno, ele se relaciona com o milieu (ambiente, meio) para resolver um determinado problema
proposto; formulacdo, momento de escolhas e tentativas de uma linguagem comum para a
interacdo entre os alunos e para organizar as ideias; validacdo, fase de convencimento,
utilizando uma linguagem mais formal para provar o que foi feito; institucionalizacdo, nessa
fase, o professor retoma a situacdo proposta, com a intencionalidade de identificar, sistematizar
e reconhecer o saber construido por meio da sua formalizacao e generalizacao.

Inicialmente, fizemos uma revisdo bibliografica sobre a Sequéncia Generalizada de
Lucas, destacando os autores: Hoggat e Bicknell (1973), Horadam (1993), Koshy (2001),
Bicknell (2013), sobre a ED, TSD e no contexto da Educacdo Matematica. Nesse contexto,
destacam-se 0s autores: Brousseau (1976; 2008), Artigue (1995), Pais (2002), Almouloud
(2007), Almouloud & Silva (2012), Almouloud (2016), Alves (2016a) e Silva e Almouloud
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(2018), que investigam as situacdes de ensino, orientando-se pela vertente francesa da DM, em
uma abordagem tedrica e metodoldgica.

Posteriormente, escolhemos o local de aplicacéo e as pessoas envolvidas, dessa forma,
aprofundamo-nos no estudo sobre a matriz curricular do curso de Licenciatura em Matematica,
do Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE), também, analisamos
a ementa da disciplina de Historia da Matematica, que é obrigatoria na formacdo inicial de
professor e abrange os contetidos necessarios para a aplicacdo da pesquisa sobre a Sequéncia
Generalizada de Lucas.

Assim, o publico escolhido para participar da pesquisa foram os alunos matriculados na
disciplina de Historia da Matemaética, do semestre 2018.2, do Instituto Federal de Educacéo,
Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE).

Apbs a escolha do publico, elaboramos as hipOteses e, em seguida, as atividades
didaticas, com o intuito de verificar como esta o ensino envolvendo o modelo de generalizagédo
da Sequéncia de Lucas. Subsequentemente, as situacdes didaticas foram aplicadas e realizamos
as analises dos dados coletados com a aplicacdo das atividades. A seguir, descrevemos a divisdo
dos capitulos que compdem este trabalho.

No capitulo dois, realizamos a caracterizacdo da Engenharia Didéatica, que foi a
metodologia que nos orientou para organizar as etapas da pesquisa e da Teoria das Situagdes
Didaticas, como referenciais tedricos e metodol6gicos. Atentamo-nos em descrever cada
metodologia e suas etapas.

Dissertamos, no capitulo trés, sobre as andlises prévias da pesquisa, tendo como
fundamento o levantamento bibliografico, que nos permitiu as analises didatica e
epistemoldgica necessarias a identificacdo e a descricdo do modelo de generalizacdo da
Sequéncia de Lucas e outros contextos matematicos. Além disso, apresentamos um pouco sobre
a vida e as contribuices do matemaético francés Edouard Anatole Lucas, que estudou a
sequéncia, como também outros contetidos matematicos.

Apresentamos, no capitulo quatro, as concepgdes e a descricdo das situacgoes,
mostrando, minunciosamente, a segunda etapa da pesquisa, que, de acordo com a ED, é a
concepgdo e a andlise a priori, que nos permitiu, a partir das propriedades discutidas nos
capitulos anteriores, elaborar sequéncias de atividades, com a finalidade de responder as
questdes e validar as hipoteses. No quarto capitulo, apresentamos a fase de experimentacdo e
validagdo para cada situacdo didatica aplicada, descrevendo as atividades e suas contribuigdes

para a pesquisa.
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Por fim, apresentamos nossas consideragdes finais, expondo os resultados obtidos a
partir do objetivo geral e dos trés objetivos especificos. Na proxima secao, dissertamos sobre a
metodologia em que nos baseamos para organizar esta pesquisa: a Engenharia Didatica e,
também, sobre a teoria de ensino que nos possibilitou aplicar as atividades didaticas para
enriquecer nossa coleta de dados, que foi a Teoria das Situa¢fes Didaticas.
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2 ENGENHARIA DIDATICA E TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Para que a pesquisa seja bem fundamentada, selecionamos alguns autores que serdo de
suma importancia para o desenvolvimento deste estudo, desde a parte metodoldgica, em que
utilizaremos a Engenharia Didatica de Artigue (1995) e a Teoria das Situagdes Didaticas de
Brousseau (2007), como também os matematicos que contribuiram para a expansdo da
Sequéncia Generalizada de Lucas.

Brousseau (2007) foi um dos pioneiros da Didatica da Matematica, de acordo com ele,
existe uma relagdo incluindo professor, saber e aluno, a qual ele préprio denomina de tridngulo
didatico e utiliza para modelar a Teoria das Situacfes Didaticas. Antes de nos aprofundar na
metodologia utilizada neste trabalho, vamos elucidar um pouco sobre a metodologia e o
percurso trilhado até o seu surgimento, assim sendo, vamos iniciar com a Didatica das Ciéncias
e, em seguida, apresentaremos a Didatica da Matematica.

Inicialmente, articulava-se sobre Didatica das Ciéncias, no entanto, nas primeiras
décadas do século XX, surgiram estudos fundamentados nas didaticas especificas, ap6s muitos
estudos, foram afunilando os caminhos desses conhecimentos. Mas o0 que seria essa Didatica
das Ciéncias? D’ Amore (2007, p. 60) aponta algumas caracteristicas da DC, tais como: “certo
tipo de discussao acerca de questdes de pedagogia, que se referem a aprendizagem, ao ensino,
especificas da formacédo dos professores; atitudes tedricas e praticas concernentes ao trabalho
do professor”.

Dessa forma, a partir do trecho anterior, temos a DC como um estudo dos aspectos gerais
da formacado inicial dos professores e sobre o ensino e a aprendizagem nas escolas. Por isso, foi
de suma importancia ter uma didatica especifica para cada disciplina, por exemplo, a
Matematica precisa de uma didatica especifica para trabalhar os objetos matematicos e suas
particularidades, bem como as outras disciplinas, também, sentem essa necessidade. Assim,
surgiu a Didatica da Matematica. Agora, teremos uma visao historica do surgimento da DM,
segundo Alves (2017, p.298),

como consequéncia de um exercicio sistematico de reflexdo sobre a praxis do
professor e, por que ndo falar sobre a préxis do estudante de Matematica,
apreciamos uma propugnacao de teorias, cujo nascedouro foi consequéncia de
um olhar e andlise pormenorizada dos elementos envolvidos na interagdo
professor-estudante-conhecimento  matematico. Ademais, 0 interesse
crescente pelos processos de transmissdo, modificacdo e veiculacdo de saberes
matematicos culminou pela demarcacdo cientifica de uma vertente de
pesquisa, com caracteristicas proprias e capazes de elevar, em um intervalo de
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duas décadas, o alcance do status na Franca de &rea de investigacdo que,
paulatinamente, recebeu o nome de Didatica da Matemaética-DM.

O fragmento exposto apresenta o processo e as causas da institucionalizacdo da Didatica
da Matematica. Doravante, apresentamos alguns autores que argumentam sobre a DM e que
contribuiram para responder a alguns questionamentos, tais como: o que € a DM? E o que é
pratica didatica? Para responder a essas indagacdes, recorremos a D’ Amore (2007, p. 183), em

resposta a primeira pergunta, temos:

A didatica da matematica (que nds consideramos como um aspecto da
educacdo matematica mais geral) é a arte de conceber e conduzir condi¢Bes
gue podem determinar a aprendizagem de um conhecimento matematico por
parte de um sujeito (que pode ser qualquer organismo envolvido nessa
atividade: uma pessoa, uma instituicdo, um sistema, até mesmo um animal).

O pensamento, exposto acima, apresenta uma definicdo para DM e 0s sujeitos
envolvidos. Em resposta a segunda pergunta, mostramos que, conforme D’Amore (2007, p.
183), “praticas didaticas sao elas proprias “condigdes” e, portanto, por sua vez, objeto de estudo.
A didatica apresenta-se entdo como o estudo de tais condi¢des, na forma de projetos e de
realizacgoes efetivas.”

Dessa forma, conclui Almouloud (2007), que as caracteristicas fundamentais da DM,
que é o processo de aprendizagem mediante situacOes didaticas, resultam no comportamento

dos alunos. A seguir, dissertaremos sobre a Engenharia Didatica e suas caracteristicas.

2.1 A Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica, como metodologia de pesquisa no ensino da Matematica, surgiu
na Franca, na década de 1980. Artigue foi umas das autoras que contribuiu para a existéncia
tanto do método, como também para a teoria da ED.

Segundo Artigue (1995), a Engenharia Didatica tem sua carateristica principal, que é
organizar a sistematizacdo de uma pesquisa comparada com o trabalho de um engenheiro, que,
para efetivar um projeto, apoia-se em conhecimentos cientificos da area. Dessa forma, a ED
tem a possibilidade de unir a teoria com a pratica em investigacdo didatica na sala de aula.

Além disso, como destaca Almouloud (2007, p. 171),

A engenharia didéatica, vista como metodologia de pesquisa, é caracterizada,
em primeiro lugar por um esquema experimental com base em observagdes e
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andlises de sessdes de ensino. Caracteriza-se também como pesquisa
experimental pelos registros em que se situa e pelos modos de validacdo que
Ihe sdo associados: a comparacao entre a analise a priori e analise a posteriori.

Ademais, Alves (2016b, p. 70) descreve que a ED apresenta dois niveis de pesquisa: a
microengenharia, que “traz uma visdo mais restrita na medida em que se interessa pelas
relagdes ¢ fendmenos ocorrentes em sala de aula” e a macroengenharia, que esta relacionada
“com dificuldades de ordem metodolédgica e /ou institucionais.”

Artigue (1996), ainda, relata as caracteristicas dos registros dos estudos realizados,
que se situam pelo modo de validacdo da pesquisa, que pode ser validacdo interna, “que nio
emprega métodos e /ou modelos estatisticos comparativos” (ALVES, 2016b, p. 70) e validacdo
externa, em que ¢ “ realizada uma comparagéo entre as producdes inicial e final dos estudantes,
a fim de avaliar o desempenho dos alunos durante a realizacéo didatica. I1sso pode ser feito por
meio da aplicacdo e analise de entrevistas e/ou questionarios” (OLIVEIRA, 2018, p. 36).

A Engenharia Didatica € uma metodologia que possibilita estruturar o trabalho em
quatro fases. A primeira, para a determinagdo do problema, em que devemos escolher a tematica
e elaborar revisdo bibliografica sobre o problema da pesquisa. A segunda consiste em organizar
a pesquisa, para que seja possivel construir os instrumentos necessarios para a coleta de dados.
A terceira € 0 momento de aplicagdo, ou seja, coletar os dados e a quarta e Ultima, redacédo do
texto, para explicar o que foi observado.

Assim sendo, de acordo com Pommer (2013, p.7), “nessa perspectiva, a Engenharia
Didatica possui dupla funcdo: pode ser utilizada como metodologia qualitativa de pesquisa na
area de Matematica, mas também é extremante Util para a elaboracao de situacGes didaticas que
configurem um quadro de aprendizagem significativa em sala de aula”. A seguir, na figura 1,
apresentaremos a organizacdo dessas fases.

Figura 1 - Fases da Engenharia Didatica

Anélises Andlise Andlise a posteriori e

Experimentacao BEse
valida¢dao

prévias

a priori
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Fonte: elaborada pela autora.

Portanto, como foi exposto na figura 1, anteriormente, esse serd o modelo adotado na
presente pesquisa, uma microengenharia, que busca desenvolver uma ED no ensino de Historia
da Matematica, referente ao contetido da Sequéncia de Lucas e que apresenta um método de
validacdo interna. Para 0 momento de experimentagdo, utilizaremos a Teoria das Situacgdes
Didéaticas — TSD. Dessa maneira, as atividades foram desenvolvidas em sala de aula, de acordo
com as quatro fases de ensino previstas, como acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. A seguir, detalharemos cada uma das fases que compdem a ED e como

cada uma foi utilizada na presente pesquisa.

2.1.1 Anélises prévias

As Andlises Prévias, que também sdo denominadas de analise preliminar, sdo a primeira
fase da Engenharia Didatica, que comporta as seguintes vertentes: estudo da organizacdo
matematica e analise da organizacdo didatica do objeto matemético escolhido, “um dos
objetivos das analises prévias é identificar os problemas de ensino e aprendizagem do objeto de
estudo e delinear de modo fundamentado a(s) questdo (des), as hipoteses, os fundamentos
teoricos e metodologicos da pesquisa” (ALMOULOUD, 2007, p. 172).

Do mesmo modo, é interessante descrever, nesse momento da pesquisa, as dimensdes
epistemoldgica, cognitiva e didatica do assunto estudado e que contribuem com a maneira de
ensinar. Para Almouloud e Coutinho (2008, p. 05)

A primeira fase € aquela na qual se realizam as anélises preliminares, que pode
comportar as seguintes vertentes: epistemoldgica dos contetidos visados pelo
ensino; do ensino usual e seus efeitos; das concepcbes dos alunos, das
dificuldades e dos obstaculos que marcam sua evolucdo; das condicGes e
fatores de que depende a construcdo didatica efetiva; a consideragdo dos
objetivos especificos da pesquisa; 0 estudo da transposicéo didatica do saber
considerando o sistema educativo no qual insere-se o trabalho.

Deste modo, destacamos que um dos pontos, dessa fase, “[...] reside na fina analise
prévia das concepcdes dos alunos, das dificuldades e dos erros tenazes, e a engenharia é
concebida para provocar, de forma controlada, a evolugéo das concepcdes” (ARTIGUE, 1996,
p. 202). Vale ressaltar que o fato dessa ser a primeira fase ndao implica que a mesma néo se
manifeste no decorrer da pesquisa. A seguir, apresentaremos a segunda fase que compde a

Engenharia Didatica, analises a priori.
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2.1.2 Analise a priori

Concepcoes e analise a priori sio parte descritiva e parte preditiva. E preciso descrever
as escolhas efetuadas, definindo varidveis de comando, no ambito global e no ambito local,
descrevendo cada atividade proposta. Dessa forma, sobre essa fase, Pommer (2013, p.21)

afirma;

Esta metodologia permite antecipar, na analise a priori, 0 que é possivel de
ocorrer na aprendizagem, pela escolha conveniente das variaveis didaticas, o
que orienta a evolucdo das estratégias que o aluno pode desenvolver. As
hip6teses assumidas podem ser validadas na analise a posteriori, pela
confrontacdo dos objetivos propostos com as manifestacfes dos alunos.

Essa fase é caracterizada como o momento de elaborarmos e analisarmos sequéncias
didaticas, com a finalidade de validar nossas hipdteses. Logo, vamos expor o objetivo da analise

a priori, que, segundo Almouloud e Coutinho (2008, p. 67):

O objetivo de uma analise a priori é determinar como as escolhas efetuadas
(as varidveis que queremos assumir como pertinentes) permitem controlar os
comportamentos dos alunos e explicar seu sentido. Dessa forma, em uma
analise a priori devemos:

* Descrever as escolhas das variaveis locais ¢ as caracteristicas da situagdo
adidatica desenvolvida.

* Analisar a importancia dessa situacdo para o aluno e, em particular, em
funcgdo das possibilidades de a¢des e escolhas para construgdo de estratégias,
tomadas de decisdes, controle e validagdo que o aluno tera. As a¢des do aluno
sdo vistas no funcionamento quase isolado do professor, que, sendo o
mediador no processo, organiza a situacao de aprendizagem de forma a tornar
o0 aluno responsével por sua aprendizagem;

* Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a analise feita
permite controlar seu sentido, assegurando que 0s comportamentos esperados,
se e quando eles intervém, resultam do desenvolvimento do conhecimento
visado pela aprendizagem.

Assim sendo, como descreve 0s autores na descri¢do anterior, destacamos gque nossa
variavel é o ensino da Sequéncia de Lucas, e por meio de sequéncias didaticas, os alunos foram
adquirindo conhecimentos necessarios para o desenvolvimento das atividades propostas. Nessa
fase da pesquisa, elaboramos as questdes que foram aplicadas nas situagdes didaticas no
momento de experimentacdo para a coleta de dados. A seguir, descreveremos sobre esse

momento da pesquisa, que é a terceira fase da Engenharia Didatica.
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2.1.3 Experimentacéo

Para explicar essa fase utilizaremos o estudo de (Artigue 1995, p. 56)

Essa fase que é a pratica, é seguida por outra, chamada de analise a
posteriori, que se baseia em todos os dados coletados durante o
experimento: observacdes feitas nas sessdes de ensino, mas também
producdes dos alunos em aula. Esses dados sdo, muitas vezes,
complementados por dados obtidos através do uso de metodologias
externas: questionarios, entrevistas individuais ou pequenos grupos,
realizados no final do processo de ensino ou perto dele.

Desse modo, a experimentagdo pressupoe: “a explicitagdo dos objetivos e condigdes de
realizacdo da pesquisa; a populagdo de aluno que participara da experimentacéo; a aplicagdo do
instrumento de pesquisa; o registro das observacdes feitas durante a experimentag¢do”
(MACHADO, 2002, p. 206).

E, nesse momento, que temos como suporte a Teoria das Situacdes Didaticas, composta
por quatro fases, a saber: acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo, para organizar o
momento de experimentacdo e coleta de dados. Nesse sentido, Almouloud (2007, p. 178)

defende que, na experimentacdo, é importante:

Organizar e analisar as producGes dos alunos, levando em consideracdo as
atividade propostas e as informagdes coletadas no decorrer da
experimentacdo. Essa analise deve ser feita considerando as diferentes
interacBes dos alunos (aluno-situacdo, aluno-aluno, aluno-professor) com o
Milieu (meio) adidatico e didatico.

Em vista disso, 0 experimento da pesquisa, que ora apresentamos, foi aplicado a uma
turma do 4° semestre do curso de Licenciatura em Matematica, no ano de 2018, no Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia do Estado do Ceara- IFCE. As atividades
desenvolvidas ocorreram durante as aulas da disciplina de Histéria da Matematica. Os
instrumentos de coleta de dados foram as produgdes escritas em sala de aula e registros de
audios e imagens no decorrer da aplicacdo das situacdes didaticas. A seguir, descreveremos as

andlises a posteriori e validagdo, a quarta fase da Engenharia Didatica.

2.1.4 Anélise a posteriori e validacdo interna
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A quarta fase de aplicacdo da ED, de acordo com Artigue (1996), € 0 momento de
analisar os dados coletados na experimentagdo por meio dos registros escritos e sonoros. Esse
momento consiste na andlise a posteriori e validacdo interna, € a fase de confronto das duas
analises, ou seja, sdo comparadas as hipoteses feitas inicialmente com o resultado final obtido
com a aplicacdo da pesquisa. Assim, a anélise a posteriori, conforme Pommer (2013, p.26), é

caracterizada:

[...] pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontacdo com a anélise a
priori, permitindo a interpretagdo dos resultados e em que condicfes as
questdes levantadas foram respondidas. Assim, é possivel analisar se ocorrem
e quais sdo as contribuigdes para superagdo do problema caracterizando a
generalizag&o local que permitira a validacdo interna do objetivo da pesquisa.

Dessa maneira, a analise a posteriori consiste em analisar os dados coletados na
experimentacdo e, para esse momento, temos, também, a validacdo do estudo. Para esta
pesquisa, utilizamos a validacdo interna, cujos dados dos alunos envolvidos nas situacfes
didaticas foram analisados através dos registros escritos e sonoros. Desse modo, destacando as
contribuicdes de utilizar essa metodologia para o desenvolvimento deste estudo, assim como
afirma Pommer (2013, p.21):

A Engenharia Didatica se enquadra na perspectiva da pesquisa qualitativa, que
inicialmente teve como finalidade estudar problemas relativos a aprendizagem
de conhecimentos especificos da Matematica: diagndstico de concepgoes,
dificuldades e obstaculos, compreender os niveis de desenvolvimento das
estratégias dos alunos, a aprendizagem, introdugdo e construcdo de
conhecimentos especificos, a formagdo de professores, explicitar a relacdo
entre temas da matematica e outras areas de conhecimento, dentre outras.

Nesse sentido, apresentamos as fases da Engenharia Didatica e como foi aplicada na
pesquisa que ora apresentamos. A seguir, apresentaremos a teoria que contribuiu para a

execucao do experimento deste estudo, a Teoria das Situagdes Didaticas de Brousseau.

2.2 Teoria das SituacGes Didaticas

Brousseau (2008) foi um dos autores que mais teve destaque no desenvolvimento de
pesquisas sobre Didatica da Matematica e Teoria das Situagdes Didaticas, por isso, faremos um

breve relato sobre sua trajetdria. Ele foi um dos pioneiros da Didatica da Matematica. Em 1972,
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no Instituto de Pesquisa da Matematica (Irem), da Universidade de Bordeaux, Brousseau
fundou uma instituicéo original: o Centro de Observaces e Pesquisa no Ensino de Matematica
(Corem). O centro era um laboratorio que possibilitava observar a interacdo dos alunos e
professores em sala de aula e realizar experiéncias de ensino desenvolvidas e levadas com a
finalidade de trabalho conjunto com pessoas vinculadas ao Irem. Em 2003, recebeu a primeira
Medalha Félix Klein, em razdo de suas experiéncias praticas e sistematica a respeito do contrato
didatico na situacdo de ensino e aprendizagem de Matematica.

A Teoria das Situacdes Didaticas teve seu advento no inicio da década de 1970 e, desde
entdo, teve inimeros autores que foram aperfeicoando e atualizando as pesquisas sobre essa
teoria. A TSD, desenvolvida por Brousseau (2008), propde uma construcdo que consiste na
compreensdo das interacdes sociais de alunos, professores e conhecimentos matematicos, que
ocorrem em uma sala de aula e que condicionam o que se aprende e a forma como isso se da.

Desse modo, para modelar a Teoria das SituacGes Didaticas, Brousseau (1996) propds
o triangulo didatico composto por trés elementos: professor, aluno e saber, como mostra a figura
2.

Figura 2 - Triangulo Didatico
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Fonte: Almouloud (2013, p.32).

Um dos elementos que contribuem para o desenvolvimento e a analise das situagdes
didaticas ¢ denominado contrato didatico, que sdo as obrigacfes reciprocas entre aluno,
sociedade e professores, como descreve Brousseau (2008):

Numa situacdo de ensino preparada e realizada pelo professor, o aluno em
geral tem a tarefa de resolver problema que lhe é apresentado, por meio da
interpretacdo das questdes colocadas, das informagfes fornecidas, das
exigéncias impostas, que sdo a maneira de ensinar do professor. Esses habitos
especificos do professor, esperados pelo aluno, e os comportamentos deste,
esperados pelo professor, constituem o contrato didatico (BROUSSEAU,

2008, p. 9).
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Conforme Brousseau (2008), a Teoria das Situa¢Ges Didaticas € composta por quatro
fases, sendo elas distribuidas de acordo com sua condicdo didatica. Antes de descrever essa
teoria, vamos expor um resumo, em forma de grafico hierarquico, na figura 3 e, em seguida,

retomamos com detalhamento de cada uma das suas fases.

Figura 3 - Fases da Teoria das Situacdes Didaticas
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Fonte: elaborada pela autora.

Podemos observar que, para a aplicacdo da Teoria das Situa¢fes Didaticas, temos dois
momentos, o primeiro é denominado de situacOes adidaticas, composto pelas fases de acao,
formulacdo e validacdo interna. Esse primeiro momento € caracterizado, de acordo com
Brousseau (1986 apud Almouloud 2007, p.33):

¢ O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno agir,
falar, refletir e evoluir por iniciativa prépria;

¢ O problema ¢ escolhido para que o aluno adquira novos conhecimentos que
sejam inteiramente justificados pela légica interna da situagdo e que possam
ser construidas sem apelo as razdes didaticas;

¢ O professor, assumindo papel de mediador, cria condi¢fes para o aluno ser
o principal ator da constru¢cdo de seus conhecimentos a partir da(s)
atividade(s) proposta(s).

Para o segundo periodo da fase de aplicacdo da TSD, temos as situacdes didaticas,
composto pelo momento de institucionalizacdo, que, conforme Brousseau (2008), “¢ todo o
contexto que cerca o aluno, nele incluido o professor ¢ o sistema educacional”, ou seja, nesse

momento, o professor tem sua troca de informacgdes com os alunos.
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A seguir, descreveremos cada uma dessas fases, consoante a Brousseau (2008), Acdo,
formulacéo, validacdo e institucionalizagéo.

2.2.1 Acdo

Acontece guando, na pratica do aluno, ele se relaciona com o milieu (ambiente, meio)
para resolver um determinado problema proposto. Segundo Almouloud (2007, p. 37), essa fase
consiste em “colocar o0 aprendiz numa situacdo, chamada de situacdo de acdo, tal que: coloca o
problema para o aluno cuja melhor solugdo, nas condicdes propostas, € o conhecimento a
ensinar; o aluno possa agir sobre essa situacdo e que ela lhe retorne informacg6es sobre sua
acdo”, ou seja, na fase de acdo, o discente toma as decisbes sem ter consciéncia sobre as

mesmas. Como diz Brousseau sobre essa fase:

Em geral, adota-se uma estratégia descartando, intuitiva ou racionalmente,
uma anterior. Submetida a experiéncia, a nova estratégia pode ser aceita ou
ndo, conforme a apreciagdo que o aluno faga de sua eficacia. A sucessao de
Situagdes de acdo constitui o processo pelo qual o aluno vai aprender um
método de resolucdo de um problema (BROUSSEAU, 2008, p.23).
Deste modo, como foi distrito anteriormente, a acdo € o0 momento de tomada de
decisdes, o0s saberes colocados em préatica com o objetivo de resolver os problemas propostos.

A seqguir, sera exposta a situacdo de formulacéo.

2.2.2 Formulagao

Momento de escolhas e tentativas de uma linguagem comum para a interacao entre 0s
alunos e organizar as ideias. Dessa forma, concordamos com Santos e Alves (2017, p. 453), que
descrevem essa fase como “caracterizada pela troca de informagdes entre o aluno e o meio
organizado. Neste momento, j& se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, mas sem
formalidade obrigatoria, ou seja, existe uma organizacdo de informacdes para torné-las
comunicaveis”. A linguagem utilizada, nesse momento, tem que convencer os demais de que

sua ideia é veridica, que, de acordo com Brousseau, é:

saber comunicar aos colegas sua proposta de estratégia, pois essa € a Unica
maneira que tem de atuar na situacdo. Essa comunicacgao esta submetida a dois
tipos de retroacdo: uma imediata, por parte dos colegas- que a compreendem
ou ndo (concordam com ela ou ndo)-, e outra, mediata, por parte do meio,
quando, no caso de ser aplicada a uma partida especifica, a estratégia resulte
vencedora ou ndo (BROUSSEAU, 2008 p.15).
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Desse modo, é uma fase de convencimento com uma linguagem informal, no caso desta
pesquisa, € a linguagem da sequéncia de Lucas, que é uma preparacao para a fase seguinte, em

que ha a necessidade de formalidade. A seguir, sera apresentada a situacdo de validacao.

2.2.3 Validacéo Interna

Uma das caracteristica da Engenharia Didatica € a validacdo, podendo ser validacéo
externa onde é preciso fazer um pré- teste ou pos teste confrontando a anélise a priori e a analise
a posteriori, e temos a validacdo interna que ndo precisa fazer esses testes. Assim, essa € uma
fase de convencimento, utilizando uma linguagem mais formal para provar as hipdteses e o que

foi feito. Almouloud descreve a validagcdo como:

A etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do modelo por ele criado,
submetendo a mensagem matematica (modelo da situagdo) ao julgamento de
um interlocutor. De um lado, o emissor deve justificar a exatiddo e a
permanéncia de seu modelo e fornecer, se possivel, uma validacdo semantica
e sintatica. O receptor, por sua vez, pode pedir mais explicacdes ou rejeitar as
mensagens que ndo entende ou de que discorda, justificando sua rejeig&o.
Assim, a teoria funciona, nos debates cientificos e nas discussoes entre alunos,
como milieu de estabelecer provas ou de refuta-las (ALMOULOUD, 2007,
p. 39).

Portanto, como exposto anteriormente, fica entendida a validagdo como o0 momento de
demonstrar que o desenvolvimento do estudo esta certa e de passa-la para uma linguagem mais
formal, como apresentamos no capitulo 4 os alunos utilizando a sequéncia de Lucas e suas
propriedades estudadas nas situa¢Ges didaticas propostas. E também a importancia do professor

neste momento de validagéo,

Nessa fase, 0 professor atuara no sentido de estimular os aprendizes o retorno
ao conjunto de conjecturas e ilacGes tacitamente formuladas, entretanto,
exigem sua verificacdo, comprovacdo, quanto a validade e robustez dos
resultados obtidos. Constitui elemento relevante, também, a identificacdo dos
elementos que concorreram ao erro ou determinadas incongruéncias
relacionadas com alguma estratégia de resolucdo (ALVES, 2016, p.18)

Isto €, observamos que o aluno, apos revisar, torna a linguagem mais formal,

demonstrando todas as relagcdes que foram obtidas. O aluno ndo s6 deve comunicar uma
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informac&o, como também precisa afirmar que o que diz é verdadeiro dentro de um sistema
determinado. Deve sustentar sua opinido ou apresentar uma demonstracao.

2.2.4 Institucionalizacao

Nessa fase, o professor volta a agir e apresenta o que foi obtido nas fases anteriores e 0
que precisa melhorar dando a determinados conhecimentos o status cultural indispenséavel do
saber Como afirma Alves (2016, p.78), “nos momentos finais de sua mediacdo, o professor
deve explicar e indicar as principais propriedades formais que asseguram a consisténcia das
operagdes ¢ manipulagdes executadas nas fases anteriores”. Deste modo, para expandir a
explicacdo sobre institucionalizagéo, destacamos (Brousseau, 2008 p. 31)

conferir um status aos eventos da classe vistos como resultados dos
alunos e do processo de ensino e identifica-lo; aproximar as producdes
dos conhecimentos de outras criagbes (culturais ou do programa) e
indicar quais poderiam ser utilizadas.

Nas trés primeiras fases, o professor ndo intervém diretamente, ou seja, sdo situacdes

adidaticas. Para representar as situacdes didaticas, Brousseau fez os esquemas chamados
poligonos da didatica, o primeiro seria um triangulo com a relacdo professor — saber (savoir
savant) —aluno, em seguida, ele viu que o milieu estava de fora, entdo, surgiu uma nova vértice,
agora temos um quadrilatero professor — saber (savoir savant) — aluno — milieu e todos esses
pontos interagem entre si.
Ainda, achando insuficiente, ele criou um hexagono da didatica, em que se encontraria
a diferenca entre o saber escolar e o saber do aluno.
Logo, ficam elucidadas cada umas das fases que compdem a teoria das situacOes
didaticas, que é uma metodologia de ensino que contribuiu muito para a aplicacdo do
experimento da pesquisa que ora apresentamos. A seguir, apresentaremos a Sequéncia de Lucas

e suas propriedades.
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3 SOBE O ESTUDO DO PROCESSO DOS MODELOS DE GENERALIZACAO DA
SEQUENCIA DE LUCAS

Fﬂura 4 - Edouard Anatole Lucas

Fonte: Google Imagens.

A Sequéncia de Lucas recebe o nome do matematico francés Edouard Anatole Lucas,
gue nasceu em 04 de abril de 1842 e faleceu em 3 de outubro de 1891, em Paris, na Franca.
Lucas fez grandes contribuicdes para a Matematica, incluindo um novo ramo conhecido como
matematica recreativa, construiu a torre de Hanoi que teve grande comercializacdo na Europa,
e 0 Quebra-cabeca de Baguenaudier, popularmente, chamado de Anéis Chineses, construido a
partir de uma solug&o binaria para o problema de mesmo nome.

Lucas trabalhou como professor de Matematica nas escolas Lycée of Moulins, de 1872
a 1876; Lycees Saint- Louis, de 1876 a 1879 e Lycée Charlemagne, de 1879 a 1890. Ele foi um
dos matematicos que mais contribuiu nos estudos dos numeros primos e encontrou,
manualmente, 0 maior nimero primo, que é indicado por Eves (1969), com o valor numérico
igual a 2'27-1 = 170141183460460469231687303715884104727.

A sequéncia estudada por Lucas, em 1878, de acordo com a lei de recorréncia

L,=L,,+L,,,surgiu a partir de estudos sobre a Sequéncia de Fibonacci.

Essa sequéncia tem uma lei de formacéo simples, dados os dois termos inicias que, aqui,

temos: L, =2 e L =1, dessa forma, para obter os proximos elementos, é necessario somar 0s


https://www.google.com.br/search?q=Paris&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LUz9U3MDS2rDRS4gAxTQtLsrTks5Ot9AtS8wtyUvVTUpNTE4tTU-ILUouK8_OsUjJTUwBkjJIZOAAAAA&sa=X&ved=0ahUKEwjuhKLfxsbaAhUCxpAKHRMvBFwQmxMIkAEoATAP
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altimos anteriores. Vamos exemplificar para encontrar o L,,assim, temos que somar
L, =L +L,=1+2=3; a vista disso, obtivemos L, =3, que é o terceiro termo da sequéncia.
De igual modo, faremos paral, =L, +L, =3+1=4 e encontramos 0 L, =4 e, para obter os

outros termos, segue 0 mesmo raciocinio.

Assim, a Sequéncia de Lucas ¢ definida da seguinte forma:
2 se n=0
L,=41 se n=1
L +L,, se nxl

Antes de nos aprofundarmos na Sequéncia de Lucas, vamos apresentar, na figura 5,

quais conteudos serdo abordados durante o desenvolvimento desta pesquisa.

Figura 5 - Conteudos relacionados com a Sequéncia de Lucas

| RECORRENCIA | SEQUENCIA

DE
LUCAS

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, foram apresentados os conteldos que compdem esta pesquisa, como
também um pouco da vida e as contribuicbes do matematico que deu nome a Sequéncia

Generalizada de Lucas. A seguir, serdo expostas algumas propriedades que caracterizam a SL.

3.1 Sequéncias
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Definicdo: uma sequéncia é uma colecdo enumerada de objetos, cuja ordem destes tém
relevancia. Especificamente, tratando-se de sequéncias numéricas, essas sdo funcdes do tipo
x:A c N - R, ou seja, cada nimero natural do conjunto A é associado a um numero real,
mas sem, necessariamente, ser injetiva ou sobrejetiva. No caso de sequéncias finitas, A =
(ne N:n < r,r € N), enquanto para sequéncias infinitas, A = N (LIMA, 2007).

Na definicdo dada, sequéncias infinitas possuem um termo final, mas ndo um inicial.
Apesar disso, em certos casos, precisamos expandir esse conceito e construir sequéncias que
ndo tenham um primeiro termo. Isso ocorre quando estendemos o dominio dessas funcéo aos
inteiros, gerando fungdes do tipo x: Z — R, nesse caso, denominamos a sequéncia como sendo
bi-infinita.

Denotamos por X,, 0 numero real associado ao enésimo numero natural e
(x1,%x2,x3,...%n, ... ) OU (X, )nen, Para representar a totalidade da sequéncia. Para as sequéncias
em que ocorre que x, = x,1, qualquer que seja n, damos o nome de Sequéncia Nao-crescente
ou, quando a desigualdade é estrita, Decrescente. Inversamente, quando x,, < x,,1, damos o
nome de Sequéncia N&o-decrescente ou, quando a desigualdade é estrita, Crescente. Além
disso, caso exista k € R, tal que, para todo n, vale que x, < k ou k < x,, chamamos a
sequéncia de Limitada Superiormente ou Inferiormente, respectivamente. Caso acontega

ambas, chamamos apenas de Limitada.

Exemplos:

a) (2,4,6,8) éasequéncia finita dada pelos pares naturais de um algarismo. Note que
(4, 2, 6, 8), ainda, € uma sequéncia, mas, por termos invertido a ordem de dois
nameros, € uma sequéncia diferente.

b) (—-1,1,—1,1,...) é a sequéncia infinita dada pela funcdo x,, = (—1)". Nesse
exemplo, podemos observar que, mesmo uma sequéncia sendo infinita e tendo seu
contradominio em R, seus termos podem se repetir. Além disso, notamos que essa
é uma Sequéncia Limitada, pois vale que |x,| < 1.

c) (1,4,9,16,...) é a sequéncia infinita dada pela funcdo x,, = n?. Nesse exemplo,
notamos que, por essa sequéncia ser do tipo Crescente, ela ndo pode ser Limitada
Superiormente, mas ainda é Limitada Inferiormente, pois 1 < x,,, qualquer que seja
n.

d (1,1,2,3,5,8,...) é a sequéncia estabelecida pela fungdo F, = F,_; + F,,_5, a

Sequéncia de Fibonacci.
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e) (—1,2,-3,4,..)é a sequéncia infinita dada pela fungdo x, = (—1)"*n.
Observamos que essa sequéncia, diferente das ja citadas, ndo Limitada de nenhuma
forma, nem Crescente, nem Decrescente.

3.2 Indugéo

Defini¢do: sendo P(n),n e N uma sentenga cuja validade é dependente do valor de n, de
imediato, notamos que, testando um por um, é invidvel verificar quais valores tornam essa
sentenca verdadeira. Contudo, podemos estabelecer um método, a fim de usa-lo para testar se
P(n) é verdadeira para qualquer valor de n. A essa ferramenta, damos o nome de Principio da
Inducéo e uma base por meio do seguinte axioma:

Axioma: seja P(n),ne N uma sentenca cuja validade é dependente do valor de n. Seja
P(q) verdadeira e suponha que P(k), também, € ge k € N,q < k. Se, com base nisso e em
fatos j& provados, concluirmos que P(k + 1), também, é verdadeira, entdo, P(n) vale para todo
nzq.

Na pratica, a ideia funciona da seguinte forma: mostramos que algo é valido para um
caso inicial, geralmente, entre 0s primeiros numeros naturais; em seguida, mostramos que, se
nossa sentenca vale para um certo caso genérico, também, valera para seu sucessor. Logo, todos
0S casos que sucedem o inicial terdo sua validade garantida sem testar um por um.

Para uma organizacdo adequada, dividimos uma prova por inducgéo nas etapas de Base
de Inducéo (provar que vale P(q)), Hipotese de Indugéo (supor que vale P(k)) e Passo de

Indugdo (mostrar que, se vale P(k), entdo, vale P(k + 1)).

Exemplos:

nx(n+1)

a) Vamos apresentara demonstracdode 1+ 2+ -+ n = >

e Precisamos mostrar que, se 0 acima vale para k, entdo, parak + 1,vale 1+

(k+1)*(k+2)

243+t k+(k+1) ==

e Base de Inducéo: é facil ver que a sentenga vale no caso de P(1).
__ nx(n+1)

e Hipdtese de Inducdo: suponhaque 1 +2+--+n = — vale paran =

k.
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kx(k+1)

2
kx(k+1)+2(k+1)
2

e Passo de Inducdo: sabemos que 1 4+ 2 + -+ k =

e, portanto, 1 +

k+(k+1)

2+t kit (k+1) =25

+(k+1) =

k2+k+2k+2 _ (k+1)x(k+2)
- =

, COMo queriamos demonstrar.

e Logo, como nossa formula vale para n = 1, valera para todos os naturais.
Note que, se alterarmos nossa Hipdtese de Inducdo e assumirmos que a formula, em
questdo, é valida para todos os valores de n dentro do intervalo 1 < n < k, podemos, sem
nenhum prejuizo, chegar a mesma conclusao. De fato, em diversos casos, pode até ser mais
conveniente que nossa hipotese seja assim. E coerente, portanto, separarmos as duas formas de

se realizar o processo de Inducdo.

3.2.1 Inducéo Forte

Seja P(n),ne N uma sentenca cuja validade é dependente do valor den. Seja
P(q) verdadeira e suponha que P(n), também, é para todo n no intervalo q <n <k,
qekeN,q < k. Se, com base nisso e em fatos ja provados, concluirmos que P(k + 1),
também, é verdadeira, entdo, P(n) vale para todo n = q.

Como a forma de Inducdo, que ja haviamos abordado antes, comporta-se de forma a ndo
usar como hipdtese tudo que pode, vamos nomea-la de Inducdo Fraca. Note que ela pode ser

encarada como um caso particular de Inducédo Forte.

Exemplos:
a) Vamos provar que, em um poligono P de n lados, n > 4, a quantidade D de
diagonais necessarias para decomp6-lo em triangulos justapostos € dada por
D =n-3.
e Precisamos mostrar que, para um poligono com k + 1 lados, D = (k + 1) — 3.
e Base de Inducdo: o caso em que n = 4 é trivial.
e Hipotese de Inducdo: suponhaque D =n — 3 vale paran = 1,2, ..., k.
e Passo de Inducédo: tome um poligono P de k + 1 lados e fixe uma de suas diagonais. Como
resultado, temos agora dois poligonos menores, P; e P,, com n, e n, lados, respectivamente.
Dai, é facil ver que n; < k + 1, assim, como tambémn, <k +1len; +n, =k +1+ 2.

Em vista disso, podemos afirmar que nossa hipotese vale para esses poligonos menores.
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Concluimos, entdo, que para Pvale D=n;—3+n,—3+1=n,+n,—-5=(k+
1) — 3, como queriamos demonstrar.

Se houvessemos utilizado a técnica de Indugdo Fraca, ndo seria possivel resolver tal
problema. SO é possivel chegar a uma solucdo por meio de Inducdo se englobarmos a
possibilidade de termos n = 1,2, ..., k, 0 que exemplifica, perfeitamente, o motivo do método
da Inducdo Forte ser mais poderoso na resolucéo de diversos problemas.

3.3 Recorréncia

Definicdo: dentre as infinitas possiveis sequéncias que podemos construir, existem aquelas cuja
funcgdo que as gera usa um ou mais de seus termos para definir o proximo. Quando essa fungdo
se comporta como uma funcéo do primeiro grau, chamamo-la de linear, ao passo que, quando
ela ndo apresenta termos independentes, chamamo-la de homogénea. A quantidade de termos
usados na funcdo para definir seu sucessor direto pode, de uma sequéncia para outra, variar
arbitrariamente. Contudo, uma funcdo que usa k termos para definir 0 seguinte precisa

estabelecer, previamente, os primeiros k termos da sequéncia.

3.3.1 Recorréncia de Primeira Ordem

Uma Recorréncia de Primeira Ordem é aquela que faz uso do termo x,, para definir o
termo x,,,., €, portanto, tem de definir o termo x;. De forma genérica, podemos descrever uma
recorréncia desse tipo como sendo x,,1 = f(x;,), em que, fixado x; = a, teremos uma unica
sequéncia.

a) A sequéncia (1,2,3,..) € uma Recorréncia de Primeira Ordem, pois é
construida pela funcdo x, = x,_; + 1, sendo x; = 1 por definicéo.

Aqui, podemos notar por que uma sequéncia caracterizada por uma recursao ndo pode
ser definida apenas por sua funcédo, tendo em vista que x,, = x,,_; + 1, também, pode gerar
outras sequéncias como (2, 3,4,5 ...). Por isso, ao criar uma sequéncia recursiva de primeira
ordem, ainda, é necessario definir seu primeiro termo.

A recorréncia do exemplo se enquadra como linear, pois se comporta como uma funcéo
de primeiro grau. Ao mesmo tempo, ela ndo é homogénea, visto que tem o termo independente

+1.

3.3.2 Recorréncia de Segunda Ordem
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Da mesma forma, uma Recorréncia de Segunda Ordem € aquela que faz uso dos termos
Xn—1 € X, para definir o termo x,,,, €, portanto, tem de definir x, e x,. Igualmente, podemos
descrever uma recorréncia desse tipo como sendo x,41 = f (X, Xn—1), €M que, fixado x; = a
e x, = b, teremos uma Unica sequéncia.
Definicdo: a cada Recorréncia Linear de Segunda Ordem homogénea, como coeficientes
constantes, da forma x

+ pX, ., +0x, =0, associaremos uma equacdo do segundo grau

n+2 n+1

r’+ pr+q=0, chamada de equacio caracteristica.

O teorema a seguir mostra que Se as raizes da equagéo caracteristica sdo r,e r,, entéo
qualquer sequéncia de forma a, =c,K," +c,r,', € solucdo de recorréncia, quaisquer que sejam
os valores das constantes ¢z € C».

Teorema 1 : se as raizes de r’+pr+q=0 sdo re r,entdo, a, =c,r" +c,r; ¢ solucdo de

recorréncia Xx,,, + pX,,, + 09X, =0, quaisquer que sejam os valores das constantes c, e C,.

n+1

Prova: verificar em Lima (2004, p. 71).

O teorema a seguir mostra que, se I = %2 todas as solucgdes da recorréncia tém a forma

apontada no teorema 1.

Teorema 2: se as raizes r’+pr+q=0 re r, com r #r, entdo, todas as solugbes de

recorréncia Xx,,, + pX,,, +gx, =0 sdo da forma a, =c,," +c,r,', ¢, e c,constantes.

Prova: verificar em Lima (2004, p. 72).
Exemplos:
b) A Sequéncia de Fibonacci, (1,1,2,3,5,8,...) € uma Recorréncia de Segunda
Ordem, dada pela funcéo F,,,; = F, + F,,_,. Por conta disso, os termos F; = 1
e F, = 1 séo definidos, assim, de antemé&o.
Nesse momento, cabe a mesma observacdo feita no primeiro exemplo, mas vale
acrescentar que, aqui, notamos que ndo ha restricbes quanto a natureza dos termos iniciais
fixados. A Sequéncia de Fibonacci, igual ao exemplo anterior, também, é linear, mesmo sendo

de segunda ordem, mas também é homogénea.

3.4 Funcéo geradora da Sequéncia de Lucas
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Vejamos um raciocinio empregado por Koshy (2011, p. 220 — 221), que adaptamos ao
caso da Sequéncia de Lucas. Para tanto, escrevamos:

g() =L, + Lx' + Lx* + L,x®+---+ L, X" +. Em seguida, Koshy (2011, p. 220)
comenta que “desde que as ordens dos coeficientes de f, _, e f , sdo de 1 e 2 menores do que

f , respectivamente, encontramos os termos correspondentes X-g(x),x*-g(x)”. Ou seja,

adaptando ao nosso interesse, estabelecemos que:

g(X) =L, +Lx + Lx? +Lx° +-- -4+ L X"+

X-g(X) = Lyx' + Lx* + X3 + Lx* +---+ L, X"+ L X"+

X2 g(X) = Lo + X+ Lx* + Lyx® +--+ L X"+ L x™ + L X2
Em seguida, recordando que L, —-L, ,—L , =0, vem que:
909 -x- 900X 000 =2 XX (L =L = L)+ K(L =Ly =L)X Ly Ly ) -

=X
5

O que resulta em: g(x)(1-x—x?)=2-x+0 <> g(x) REE—
—X—X

. o A 2—X -
Observamos que o quociente da divisdo do polinémio T resulta em uma série
— X=X

de poténcias, em que os coeficientes dos mondmios formam a Sequéncia de Lucas.

Caracterizacdo, em destaque, na sequéncia a seguir:
P(X) = 2+ X+3x> +4x> + 7x* +11x° +18x° +---

A funcdo geradora da Sequéncia Generalizada de Lucas recorre a equagado caracteristica
e a relacdo de recorréncia.

Koshy (2011) faz generalizacdo para a Sequéncia de Fibonacci e, por meio dessa,
faremos uma adaptacao para Lucas, pois a relacdo de recorréncia é igual e as duas sequéncias
possuem caracteristicas parecidas.

. G,=a,G,=b . 3
Definamos, Dessa forma, os termos da sequéncia (G,),., séo:
G, =G, +G,,n>2.

(a,b,a+b,a+2b,2a+3b,3a+5b,...).

O teorema, a sequir, relaciona a sequéncia (G,),. € asequénciade Lucas (L,)

nell nell *

Teorema 3. Dadas as sequéncias (G,),.. e (L,),. -, temos:

:2a+bL a+3b

n 5 n—2+
Demonstragdo: escrevamos G, =xL, ,+X,L, ,. Vamos determinar x,e Xx,. Para isso,

G L ..n>2.

n-1?

tomando n=2 e n=3, temos:
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{Gz =X Lo+ %L
G, =xL +X,L,.
Teremos, entdo, 0 seguinte sistema,
2% +X, =a+b
{xl +3x, =a+2b.
Da primeira equacao, escrevemos x, = a+b—2x,. Substituindo, na segunda equacéo, temos,
X, +3(@+b-2x)=a+2b=-5x, =-2a-b=x = 2a5+b :

Substituindo o valor de x, na expressdo de x,,teremos
2a+ b} a+3b
=X, =

5

Logo, o resultado é valido para n=2 e n=3.Suponhamos o resultado valido para todo natural
menor do que ou igual a n, vamos mostrar que vale para n+1. Pela definicdo da sequéncia G,

temos Gn+1= Gn+ Gn-1 Usando a hipotese de inducéo, segue que

Gn+1 = Gn + anl

X, :a+b—2(

_ 2a5+b L+ a+53b L+ 2a5+b L+ a+53b L
_2a+b a+3b

(Lnfz + Ln73) + T (Ln—l + Lnfz)

2a+b a+3b
= 5 L.+ = L.,
como queriamos demonstrar.
Temos como elementos positivos da Sequéncia de Lucas:

Tabela 1 - Elementos da Sequéncia de Lucas
N O 1|2 3|4 |5|6 | 7/|8]9 10]11]12
L. 2,1 3 4 7 11 18 29 47 |76 | 123 199 322

Fonte: elaborada pela autora.
Anteriormente, indicamos a seguinte relacdo de recorréncia, definida por Lo=2, L1=1,

L>=3 e Ln =Ln-1+Ln2, Nn>2 que, de acordo com Hoggat & Venner (1969, p. 7), descreve a
Sequéncia de Lucas, intimamente relacionada com a Sequéncia de Fibonacci. De modo geral,

Hoggat & Venner descrevem, ainda, a seguinte listagem:

(p, 9, p+q, p+2q, 2p+3q, 3p+5q,...,...) € a denominam por Sequéncia Generalizada de Lucas

(Ln )neIN .
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Assim, fizemos algumas demonstragdes da generalizacdo da Sequéncia de Lucas, que
serdo mais profundadas nas sec¢@es seguintes. Com efeito, como foi apresentada, nos paragrafos
anteriores, a férmula de recursividade, vamos demonstrar o teorema 2.

Teorema 4: a razdo entre termos sucessivos da Sequéncia de Lucas converge para 0

1+\/§

D= 5 ~1,61803, que é, popularmente, renomada por razdo aurea. Em registro atual,
temos,
H I‘n+1 _
!TQ L—-@. 1)
n
Demonstracao:

Considerando que o limite apresentado exista e que seja igual a M.

Dividindo os dois lados da recorréncia | =1L +L _, por L e operando, devidamente, a

expresséo decorrente, tem-se

Ln+1_
L——1+ . (2)

Sendo n tendendo ao infinito nessa Ultima expressdo e observando que deve ter,

L
obrigatoriamente, que L”—*l — M | constata-se que

n

M=1+—" & M'-M -1-0. (3)
M
. x . . 1+\/§
Hoggat (1969) destaca que as raizes da equagdo quadratica M™ —M —1=0 gjg @ = 5 e
1-5
p=—

1+\/§

2

consequéncia, essa € a Unica raiz positiva da equacdo quadratica anterior, também conhecida

Por conclusdo, como o limite desejado é positivo, conclui-se que M = , €M

COmMo razao aurea ou numero de ouro.

Inicialmente, supomos que o limite deL”—+1 existe, pegamos a relagéo de recorréncia,

n

descobrimos a equacao caracteristica e, posteriormente, as raizes da equacéo caracteristica, em
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gque pegamos a raiz positiva e observamos que ela é a razdo aurea, CoOmo veremos essa

comprovagao.

Vamos verificar o teorema, se ]

n+l

n

converge para & ~1,61803 :

L
Tabela 2 - Valores para razéoL”—*l

n

n Lo L, "
Ln
1 3 1 3
2 4 3 1,333
3 7 4 1,75
4 11 7 1,571
5 18 11 1,636
6 29 18 1,611
7 47 29 1,620
8 76 47 1,617
9 123 76 1,618
10 199 123 1,617

Fonte: elaborada pela autora.

Conhecendo os termos da sequéncia e observando a tabela 2, temos que:

L
Lil converge para &.

n

ﬂ>l.
L

n

Observacao: o processo de convergéncia da Sequéncia de Lucas atende a mesma lei de

recorréncia desenvolvida no teorema 2, do artigo de Martinez e Salas (2011), sobre a

convergéncia da Sequéncia Generalizada de Fibonacci. Como mostra o teorema a seguir:

Teorema 5: Suponhamos que a ,b, p, g>0 sejam nimeros positivos tais que:

4 p? +4q

—=r#u=
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n+l

Entdo a sequéncia {a,} " definida por &, =
n

sen=1
Onde {c,} " édefinidapor ¢, =1b sen=2
PC,,+9C,, sen>3;p,qel”

' 2
Converge e |[ima. = PP +4q

n—oo 2

Demonstracao: Verificar em Martinez e Salas (2011, p.1957)

Podemos destacar que os elementos da Sequéncia de Lucas, em virtude de que é uma
relacdo de recorréncia do tipo L, =L, ,+L, ,, s6 possibilita definir o elemento L, se
soubermos os elementos anteriores L e L, _,, que, para serem calculados, precisam conhecer

seus anteriores.
Em contrapartida, temos que obter, por meio da recursividade, os valores com indices

negativos para a Sequéncia de Lucas. Influenciados pelo calculo algébrico e aritmético desses

possiveis valores. Dessa forma, temos a possibilidade de avaliar a relagdo de recorréncia dada

pOF: I—n = I—n—l + Ln—2

L=L+L, L,=L-L =1-2=-1 para(n=1)
L,=L,+L,..L,=L,—-L,=2+1=3 para (n=0)

Com isso, temos que: L =L_ L

)" Dando continuidade ao nosso raciocinio,

(nh-2)
temos:

L =Loo—Loy
L.=L,-L,=-4
L,=L,-L,=7
L.=L,-L,=-11
L,=L,-L, =18
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L,=-1=-L,
L, = 3= L,
Ly =-4=-L,
) ) ) ) L74 =7= I—4
Todavia, conseguimos relacionar os resultados dessa maneira:
L75 =-11= —L5
L_6 =18 = L6

,=-1=(-1)'L, para n=1
,=3=(-1%L, para n=2
,=—4=(-1)°L, para n=3

Além de inferirmos que:

L

L

L

L,=7=(-1)"L, para n=4
L,=-11=(-1)°L, para n=5
L

s =18=(-1)°L, para n=6

Salientamos que 0s desenvolvimentos, na discussdo anterior, incorporaram uma
investigacao sobre a identificacdo dos termos com indices negativos para a Sequéncia de Lucas.
Assim, exibimos relacdes aritmética e algébrica de uma identidade nova que denotamos de

(L_n)neN , que pode ser caracterizada por L_, = L,(n,z) - L,(n,l) ypara ne N .

Desse modo, temos como hipGtese de inducdo: suponha que a afirmacéo

L = Licniz) — Linuyy S€Ja verdadeira para n=k.

Sabemos que Ly = Lo o) + Loy

Levando em conta nossa hip6tese, podemos afirmar que:
L(—k) = L(—k+2) - L(—k+1)
I‘(—k—l) + I-(—k) = I-(—k—l) + L(—k+2) - L(—k+l)
Lik-n + Lo = Loy + Lo + Loy ~ Lo

L =L Lew: como queriamos demonstrar.
Como L ;=L,-L,, pois-4=-1-(+3), entdo, L_, =L _, ., —L_,., vale para todo n natural.

(—k-1) (-k-1) —

Como queriamos provar.
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Com base nos resultados acima, consideramos a seguinte propriedade:

n
L, =CD".L,.
Com efeito, queremos mostrar quelL ,=(-1)"L, para todo n>1. Como
L,=L 2Ly paran=l,
L1 =Li-L»
=1-2
=-1=(-1)"1=(-1"L.

Suponhamos que o resultado seja valido para todo natural menor do que ou igual a n, vamos

mostrar que vale n+1. Temos, entdo,

L—(n+l) = L—(n+l)_ Ln
=(-D"' L~ (DL,
= (-D2(-D)™' L+ (-1).(-D)".L,
= (_1)n+1 Ly

Como queriamos provar.

Agora, exibiremos uma representacdo que foi feita baseada nos estudos de Alves e
Borges Neto (2011), para a Sequéncia de Fibonacci, e na pesquisa que ora dissertamos
apresentaremos o diagrama mnemonico da Sequéncia de Lucas, descrito a seguir na figura 6.

Explicando sua descrigéo para os valores n<0.

Figura 6 - Descricdo dos valores de Lucas

o~ v
v v v
“(n+1) —n —(n—l)"'Lm4 L—3 L—? L L[} Ll Lz La L4 Ls Lﬁ"'LH Ln L

L. L, L , L,
A
+ e +

n+l |

Fonte: elaborada pela autora.

Salientamos que o esquema, mostrado acima, ndo € formal, foi apenas uma forma mais

simples de apresentar, aos discentes, 0 comportamento da sequéncia para os valores a direita e

a esquerda do zero. Caracterizamos como (L_,),.y -
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Dando continuidade aos estudos da Sequéncia de Lucas e utilizando a equagéo
caracteristica (3) e abordando suas raizes, na se¢do seguinte, serd abordada a férmula de Binet

para a Sequéncia de Lucas.
3.5 Binet para Sequéncia de Lucas

Inicialmente, apresentamos a equacgdo caracteristica e suas raizes, nesse momento,
vamos apresentar algumas propriedades que envolvem essas variaveis.

1++/5 . ,8:1—\/5
2 2

Sabendo que a = , de modo que a e B sdo ambas raizes da equacdo de

x*-x—-1=0.Entdo, L, =a" + #"paratodo n>1.
De fato, vamos verificar para alguns valores.

Paran =0; Loz(lh/g] +[1_£/§J =1+1=2.

2

1.

Paran=1; L, =(1+2\/§]1+(1_\/§]1 :1+\/§+1_\/§ _2_

2 2 2

3.
2 4 4 4

2 2
Paran = 2: L2:(1+2\/§J +[1—\/§J 142545 1-2545_12

Observamos que € verdade para n=0, 1 e 2. Entdo, vamos assumir que é verdade para

n=0,1, 2, ..., k. Temos que provar que é verdade para n=k+1. Agora,
L,=L +L ,=a“+a" "+ B+
L, =a" @+a™)+ A+ 57
L., =a“Q+a-1)+p“(+B-1)
L. = P ﬂk+1
Temos alguns resultados que relacionam os valores de alfa e beta:

Da.p=-1

2a+p=1

a-p=5
a 1+5

HZ=

B 1-+5

ApOs apresentarmos que as raizes da equagdo caracteristica da Sequéncia

Generalizada de Lucas satisfazem os valores de e S e que, com a férmula de Binet,
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encontramos qualquer valor dessa sequéncia, foram expostas as relagdes entre as raizes, que
nos ajudam na demonstracdo de algumas propriedades da sequéncia.

ApO6s mostrarmos as relagdes entre a e f, estendemos as demonstragdes para n +1
, em que utilizamos as propriedades mostradas anteriormente e podemos encontrar qualquer
termo da sequéncia.

e Agora, vamos utilizar Binet para acharmos L_, (indices negativos).

Lfn:a*"+ﬁ’":>in+in:ﬂn+0§n:
a g (ap)
=(an+'Bn)=(—1)n(06"+ﬂ)=(—1)”-|—n , N>0

(D"
Observamos que, com a mesma formula de Binet e as relacGes entrea e S, podemos
encontrar os termos negativos da Sequéncia de Lucas.
Assim, finalizamos as propriedades envolvendo os valores de beta, que sdo
equivalentes a raiz negativa da equacdo caracteristica da Sequéncia Generalizada de Lucas. A
sequir, serdo apresentadas as relagdes entre a Sequéncia de Lucas e a Sequéncia de Fibonacci.

3.6 Relacédo entre a Sequéncia de Lucas e Sequéncia de Fibonacci

Como jé foi dito, anteriormente, a Sequéncia Generalizada de Lucas se originou a partir
de estudos da Sequéncia Generalizada de Fibonacci, assim sendo, nesta sec¢ao, apresentaremos
algumas propriedades envolvendo essas duas sequéncias.

Para isso, recorremos aos estudos realizados por Hoggat e Venner (1969), nos quais 0s
mesmaos discutem e identificam relagdes que envolvam a SF e SL. A seguir, apresentaremos a
tabela 3.

Tabela 3 - Elementos da Sequéncia de Fibonacci e Sequéncia de Lucas
F1 F2 F3 Fa Fs Fe F7 Fs Fo F1o
1 ‘ 1 2 3 5 8 13 21 34 55
L1 ‘ Lo Ls La Ls Ls L7 Ls Ls  Luwo
1 ‘ 3 4 7 11 18 29 47 76 123




Eles extrairam algumas propriedades aritméticas que vinculam ambas

sequéncias, a saber:

L =F

+F
Teorema 3: " n-1

n+l para todo n>1.
Verificacao:

Supondoque L, =F ,+F

n+1

€ I‘n—l =M + I:n !
vamos mostrar que L., =F +F,_,,.
Sabemosque L, =L, ,+L,, e F=F ,+F_,.
Dai podemos afirmar que

Ln+l = Ln—l + Ln

Lo =(F+F)+(FL+F.)

Lo =(F+F)+(R+F.)

Ln+l = I:n + I:n+2

Como L,=F +F e Ly=F, +F,, pois
L2=3,L3:4,Fl=l,F2=1,F3:2 (5] F4=3a
vale que L, =F _, +F , paratodo n>1.

Assim, uma outra relacdo que associa ambas as sequéncias

vnen, L,=F ,+F .. L =F +(F+F_)=(F, +2F )
L. =2F ,+F.

e Ainda, conseguimos encontrar outras relacfes algébricas, como a seguinte:

N AL o W AR DY CAY b W

Toa-p (@ -B)
Fan=Fn.Ln

e Podemos observar, na tabela 2, que asomade L, e L, , resultamem 5F, .

n+1

Assim, temos que:

L

n+1

+L , =5F.

De fato, temos como hipotese de inducgédo: supondo que a afirmacéo

50

as
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L,,+L,, =5F, sejaverdadeira paran=1,23,...k,

n+1
vamos mostrar que L., +L, =5F;.

Sabemosque L, =L, ,+L ,e F=F ,+F ..

Levando em conta nossa hipotese, podemos afirmar que:

Lyyz + L = Lgyq + Ly + Ly

Lgyo + L =Lgyq + L + L2 + Ly
Lisz + Ly = 5F, + 5F,_4

Liyz + Ly = 5(F + Fe—1) = 5F4q,

como queriamos demostrar. m

Como L +L, =5F,, pois 1+4=5.1, a afirmagéo L, +L,, =5F,.vale para todo n natural.

n+1

Dessa forma, apresentamos e exemplificamos quatro propriedades que relacionam a
Sequéncia de Lucas com a Sequéncia de Fibonacci, em que as mesmas podem ser verificadas
na tabela 2, que tem os termos das duas sequéncias.

Koshy (2011, p. 11) assinala que muitos niUmeros que comparecem na Sequéncia de
Fibonacci e na Sequéncia de Lucas sdo, de fato, nUmeros primos. Por exemplo, o autor aponta
0s numeros 2, 3, 5, 13, 89, 233, etc., no caso da primeira sequéncia, enquanto divisamos 0s
valores: 3, 7, 11, 29, 47, 199, etc., no caso da Sequéncia de Lucas. Koshy (2011, p. 11) observa
que a existéncia de uma infinidade de primos, presentes em ambas as sequéncias, permanece

em aberto. O maior primo conhecido da primeira sequéncia, conforme Koshy (2011), pode ser

indicado por f9311, enguanto que Liaag € 0 numero primo presente e maior conhecido na outra
sequéncia.

A préxima secdo retrata a Sequéncia Polinomial de Lucas, em que serdo apresentados a
definicéo, os dez primeiros termos positivos, a lei de recorréncia para extensdo aos inteiros, 0s

10 primeiros termos da Sequéncia Polinomial de Lucas estendida aos inteiros.

3.7 Polindbmio de Lucas

De acordo com Bicknell, a Sequéncia Polinomial de Lucas-SPL (Ln (x))nEN, em que

x € R é definida por:
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L,(x)=2

LX) = x
Ln+1 (X) = X'Ln (X) + Ln—l (X)

Desse modo, podemos listar os termos da Sequéncia Polinomial de Lucas como
(L, (), L, (%), L;(x),L,(x),...,L,(X),...). A seguir, apresentaremos 0s onze primeiros termos da
SPL, de acordo com a relagdo vista acima.

Tabela 4 - Elementos da Sequéncia Polinomial de Lucas
N Ln (X)
2

X

X2 +2

x® +3x

X' +4x%+2

x° +5x% +5x

x® +6x* +9x*+2
X" +7x°+14x% +7x

x® +8x°% +20x* +16x> +2

© o N oo o1 A W N - O

x° +9x" +27x° +30x® +9x

=
o

X +10x® +35x° +50x" + 25x* + 2
Fonte: elaborada pela autora.

Observamos que a soma dos coeficientes dos polindmios de Lucas resulta, exatamente,
nos termos correspondentes na sequéncia. Com isso, foram apresentados os termos iniciais da
Sequéncia Polinomial de Lucas.

Notemos que, a partir da dinamica caracterizada, podemos discutir a possibilidade de
estendermos a Sequéncia Polinomial de Lucas a indices negativos. Do mesmo modo, € possivel
obter uma Sequéncia Polinomial de Lucas estendida com subscri¢des negativas. De acordo com

Bicknell, a sequéncia é definida pela seguinte lei de recorréncia:
L, (%) =(-D)".L, ().
Em vista disso, a seguir, serdo explicitados os elementos da SPL estendinda aos

inteiros, que satisfazem a referida listagem (L ,(x),L ,(X),L 5(x),L ,(X),...,L_,(X),...):
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Tabela 5 - Elementos da Sequéncia Polinomial de Lucas estendida aos inteiros
N L,

—X

X* 42

—x3 —3x

X" +4x%+2

—x°> —5x° —5x

x® +6x* +9x*+2

—x' —7x° —14x% - 7x

X% +8x° +20x* +16x> +2

© o0 N o o1 B~ W N PP

—x°—9x" —27x® —30x® —9x

=
o

X0 +10x® +35x° +50%" + 25x* + 2
Fonte: elaborada pela autora.

Sobre a perspectiva discutida, Bicknell (1970) acentua a verificacdo da seguinte

identidade L (X)=(-1)".L,(x), como foi mostrado anteriormente, fato que estende a

Sequéncia Polinomial de Lucas a indices inteiros. Nesta se¢do, observamos a sequéncia
polinomial positiva e negativa e suas caracteristicas. A seguir, serdo apresentados 0s nimeros

de k-Lucas.
3.8 NUumero K-Lucas

Nesta secdo, apresentaremos algumas propriedades do nimero de k-Lucas e as
mesmas serdo provadas. Essas propriedades foram feitas a partir do relatério de projeto
apresentado em cumprimento parcial dos requisitos para o grau de Mestre da Ciéncia em
Matematica, de Biswajit Barik, o qual nos traduzimos e adaptamos para este trabalho e sobre

as exposicdes nas aulas da disciplina de Historia da Matematica.

Definimos a sequéncia (Lk n )k N :
’ ,he
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Lo=2L,=Kk
I—k,n+1 - k ) I—k,n + I—k,n—l’ n= 1

Por sua vez, a seguir, divisamos a lista fornecida por Barik (2013, p. 20), uma listagem

dos primeiros k-nimeros de Lucas. De modo trivial, podemos observar que, para o caso de

k=1.. (Lk,” )k,neIN :(Ln )neIN '

Dados os valores para k-Lucas, como mostra a seguir a tabela 4, os alunos procuraram

desenvolver uma relacdo que satisfizesse a sequéncia (Ln k) o~
*/nekelN |

Tabela 6 - Sequéncia dos nimeros de k-Lucas

Ly=2
L, =k

L,=k +2
L, =k*+3k

L, =k*+4k*+2

L s =k° +5k®+5k

Lo =k®+6k*+9k*+2
L, =k’ +7k®>+14k* + 7k
Fonte: elaborada pela autora.

A relagdo de recorréncia de K-Lucas: L, =kl ,+L,, fixando L, ,=2e L, =k.

Vamos verificar:

Paran=2, L, =k, +L,=kk+2=k*+2

Paran=3 L ,=kL,+L, =k (k*+2)+k=k*+3k

Dessa forma, podemos verificar que a relacdo satisfaz os nimeros de k-lucas

apresentados na tabela 4.

Portanto, como fizemos para a Sequéncia de Lucas, apresentaremos, a seguir, alguns

resultados envolvendo as raizes da equagéo caracteristica para k-lucas .
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Lkn :kLkn—l+Lkn—2 = Lkn+l:kLkn+Lkn—1:>m:k+Lkn—l:k+ Ll ()
' ' ’ ' ’ ' 0 ' ,n I
I‘k,n—l
.. Lkn
Definimos X, , = —— . Voltamos para (I), temos :
k,n-1
1 (1

Xk,n+l = k +
Xk,n

Tomando limx, , = x, supondo que o limite existe, assim, temos:
n—o0 !

anlimx, ., = Iim£k+ij:> X=k+2 =% —kx+1=x2 —kx=1=0
n—oo ! n—oo Xk,n X

Resolvendo a equagio x> —kx—1=0, temos:

A= (=k)? —4.1.(-1)
A=Kk*+4

Lo krVki+a
X_—(—k)i\/k2+4jx_ki\/k2+4 - 2
2.1 2 0 X"—k_m
a 2

Logo, chamando 0 e o' as raizes dessa equacdo, temos:

oe k+vk?+4 ¢ o k—+k?+4

2 2

Essa parte da sequéncia k-Lucas é semelhante ao que fizemos para a Sequéncia

Generalizada de Lucas na se¢do 3, em que encontramos a equacao caracteristica da sequéncia
de k- Lucas e suas raizes s@o os valores destinados para a formula de Binet.
Casos particulares:

e ParaK =1, sequéncia classica de Lucas, aparece: {2,1,3,4,7,11,18,...}.

e Para K =2, obtemos a sequéncia de Pell-Lucas: {2,2,6,14,34,82,198,...}.
Observamos que temos dois casos particulares para as raizes encontradas. Temos, desse
modo, uma sequéncia para k=1, denominada de Sequéncia de Lucas Classica e, para k=2,

Sequéncia de Pell-Lucas, que tem relacdo entre as duas sequéncias.

Teorema 6 (Formula de Binet): os nimeros de k-Lucas sdo dados pela férmula
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— k+Vk2+4
Lyn = op + (=0 ™) onde g, = "

Prova: Como a equagao caracteristica dessa recorréncia é r2 — kr — 1 = 0, entdo temos como

k+VkZ+a k—VkZ+a .
e Sy = - Sabemos que todo nudmero L, pode ser

solugdes os valores a;, =
dado pela féormula Ly, ,, = C;a + C,fy. Como jatemos que L, o = 2 € Ly, = k, é facil ver que
quando n = 0, teremos que C; + C, = 2. Além disso, quando n = 1, temos que:

k+VEETE | k—iZT4
Cir————+ G ———— =k

(Co+ Cy) #k+ (Cp— C) xJk2 + 4 =2k
2k + (C; — C)) *Vk? + 4 =2k
(C;—Cy)*Vk?*+4=0
(Ci—C)=0

Portanto, como C; + C, = 2 e (C; — C,) = 0 concluimos que C; = C, = 1. Podemos também
facilmente verificar que a * 8 = —1, ou seja, a = —%. Denotamos entdo que a = o e logo
temos que:
Lyn = Ciayg + Gy = o™ + (—o)™™, como queriamos demonstrar.

1+\/§
2

Se k =1, obtemos 0s numeros classicos de Lucas, «, = é bem conhecida como a relacéo

de ouro®, enquanto o, é, geralmente escrito, como ¢. Nessa notacdo, o termo geral da

Sequéncia Classica de Lucas é dada por

L=¢"+¢" =[1+2‘/§Jn {1—\/5}” |

2
e Se k=2, entdo, «,=1++2e & conhecida como proporgio de prata e tem

correspondéncia com a Sequéncia de Pell-Lucas, em que LP, = (1+~/2)" + (1—~/2)".

3+\/1_3

2

e Finalmente, se k = 3, entdo, o, = é conhecido como o numero de bronze.

Desse modo, apresentamos algumas propriedades da sequéncia de k-Lucas. A seguir,

sera apresentada a matriz de Lucas e suas propriedades.
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3.9 Matriz de Lucas

Nesta secdo, vamos apresentar um modelo de matriz para a Sequéncia de Lucas, uma
abordagem que permite expressar essa sequéncia de maneira mais eficiente e compacta. Utilizando
as propriedades das matrizes

Teorema 7: A matriz de Lucas, paratodon € N

(-1 2y(0 1\ (L, L,
Q = . = .
2 1)1 1 L L.,

Demonstracgdo: utilizando indugdo matematica, temos que:

i)  Paran=1, temos: [_1 2}(0 1j=(2 1J:(L° Ll].
2 1){1 1 1 3 L L

i)  Paran+l, temos:

Como queriamos demonstrar a matriz de Lucas para todo n natural.

e Identidade de Cassini para Lucas

Como é de se esperar, existe, para 0s numeros de Lucas, uma

identidade analoga a de Cassini para Fibonacci F, ,F,

n+1

—F?=(-1)". Aseguir,

sera vista uma demonstracdo dessa identidade para a matriz de Lucas.
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Teorema 8: Paratodon € N,

Ll — Lr21 =-5(-1)".

Demonstracgdo. A prova sera feita por indugdo. Como L.1L1-(Lo)?>=-5 temos que, para n =
0, a base da inducéo, a identidade, verifica-se. Agora, considere o seguinte sistema linear,

composto por duas equacgdes e duas incégnitas, cujas solucdes sdo obviamente dadas por
Xo=Yo=1

L.,+VyL =L,
XLn + yLn—l = Ln+l

Utilizando a regra de Cramer para o calculo das solucdes desse sistema linear, pode-

se calcular o valor de yo como uma divisao de determinantes,

ouseja, b~ =D L. - L)

Para concluir a prova, observando que L, ,.L, , —L2 =(-1)(L,.L,,, —L%,,). pode ser lido
tanto da esquerda para direita, quanto da direita para esquerda, assim, se

L,L . —L> =-5-1)" vale para n, entdo vale para n+1, isto é,como queriamos demostrar

paratodon € N

I.  Agora, vamos verificar, sabendo que L={1,3,4,7,11,18,29,...}

n_ Ln—l Ln
Q= L L.,/

n n+1

2_13.3_34.4_47
Q _(3 4} Q _(4 7J’Q _(7 11)'

o Sefizermos Q? +Q?®, temos

Observa-se que
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, s (1 3) (3 4 (4 7\ _,
Q+Q_:«34+47_711_Q'

1 3
DetQZZ( ]=4—9=—5; Dethz(j 3]:21—16:5.

3 4
4 7

DetQ“z( j:44—49=—5.
7 11

Dados os termos da sequéncia e a estrutura matricial, a matriz Q" = Q"™ +Q"2, sera

a soma das duas matrizes anteriores e o determinante pode ser determinado por

Det Q" = (—1)".5.

Verificagdo: considerando que

-1 2)(0 1) (L. L
Qn — — n-1 n
2 1)1 1 L. L.,
Calculando o determinante em ambos os membros, obtemos:

D".(-5=L.L.- L|21

O determinante varia entre 5 e -5, pois quando o indice da matriz € par, o determinante
sera -5, ja quando o indice é impar, o determinante serd 5. Portanto, satisfaz a identidade de
Cassini.

Tomemos agora a caracterizacdo dada por Hoggat (1969) para o polindbmio
caracteristico de uma matriz Q™, definido como: P(x) = det(Q™ — xI). Com base nisso,
iremos descobrir qual o polindmio caracteristico para as matrizes de Lucas.

L, 1—x L
S B (PEES AR R
= %% = (Lp-1 + Lny1)X + Ly_1Lnyq — Ly = x* = 5Ex — 5(=1)"

Tendo em maos esse polindmio, podemos calcular suas raizes, da seguinte forma,
simplesmente usando Bhaskara:

. 5F +/25F2 + 20(-1)" _ 5F, + L,V5
2 2
gn = 5F, —\/25EZ + 20(—1)" _SE - L,\5
2 2

Vamos agora realizar algumas opera¢fes com essas raizes no intuito de descobrir

propriedades que usaremos mais a frente:

det(Q™ — xI) =

a e
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a — " <5Fn +L,V5 5E, — 1
= - = L,V5 *—
a—p 2 5 + «/_ 5— «/_ V5
_nn
a—pf _L
a—p
5F, +L,V5 5—+5 5E —L,V/5 545
anﬁ - aﬁn = * — *
2 2 2 2
_ 25F, = 5FV5+ 5L,V5 = 5L,  25F, + 5F,V5 — 5L,V5 — 5L,
a 4 B 4
10L,V5 — 10F,vV5 10V5(L, — E,)  10V5(2F,_1)

= \/E(Ln + Ln_3)
Como a™ e B™ raizes da equacdo caracteristica da matriz Q™, entdo vale que podemos
descrever essa matriz como sendo Q" = a™Q; + " Q,. Desenvolvendo essa equagéo, partindo
do fatoquesen = 0,entdo Q; + Q, =l esen = 1, entdo aQ, + £Q, = Q, temos que:

Q2=1_Q1_>O(Q1+,3(1_Q1)=Q*(“‘ﬁ)Q1=Q_ﬁI_’Q1=%
Q—al
Q1=1-0;~> a(I-=Q)+PQ,=0Q0~>(—a+p)Q,=0Q _al_’QZ=(_a+ﬂ)
n_ ,n n _— nQ ﬁ n —CZ]
Q aQ,+p"Q, - Q By +B (— a+,8)
a™ B"
Qn=(a—5)<(1 3 ) (a ﬁ)(l 3) a((l) (1))>
a™ 1 —
V= B)( L) mm it ol
2a™ — Ba™ a® 2" —ap™ B"
0" = (a—p) (a—p) \_ (a—p) (a—p) \
a’ 3a™ — Ba™ B 3™ — ap™
(a—p) (a—p) (a—p) (a—p) /
2a™ — Ba™ — 2B™ + af™ a™ — "
o = (a—pB) (a—p)
a — " 3a™ — Ba™ = 3™ + apf™
k (@-p) (@—§) )
2(a™ = B") - pa™ + ap” a" - p"
on = (a—pB) (a—p) \
a™ - p" 3(a™ = ™) — Ba™ + ap™
= CETE

A esta Gltima, damos o0 nome de Férmula de Binet Matricial.
Usando a propriedades 1 e 2 das raizes da equacdo caracteristica, podemos reduzir a

matriz de forma que ela assuma a seguinte forma:
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\/E(Ln + Ln—Z)
2L, — NG

L, 3L, —

Q" = (ZLn —Lp— Ly Ly ) — (Ln—l Ly )
Ly 3Ly=Ln+ Ly Ly, Lyptq

Esta, por sua vez, confirma a validade da Férmula de Binet Matricial para todo n > 0.

Ly,

Q B \/E(Ln + Ln—z)/

Ainda podemos estender essa no¢ao de forma a incluir também os nimeros de Lucas com indice

negativo.
nen 2@ = M) = Ba™ + ap” e
anlf( 1™ (a 5 ) (-1) <( —5) \I
&= B" one1 3(@" = BM) — Ba” + ap”
\ D"y (1) =D /

Ainda outra propriedade das matrizes de Lucas se encontra na equagdo Q™ = L,,Q —

5F,_41, aqual podemos provar da seguinte forma:
Lnow Ln\_ ., (2 1 10
( L, Ln+1) = Ln (1 3) — Sk (0 1)
Ln—1 Ln — 2 1 10
( Ly Ln+1) (] 3)=Umtlaa(y 7)

(Ln—l Ly ) _ <2Ln Ly ) _ ((Lnl +Ln—>) 0 )

Ly Lpy)  \L, 3L, 0 (Lng + Ln—2)
(Ln_l Ly ) B <2Ln ~ (L1 + Ln—2) Ly )
Ly Lpyi) Ly 3Ln = (Lny + Ln—2)
(Ln—l Ln ) = (L”‘l Ln ) Como queriamos demonstrar

Ln Ln+1 Ln Ln+1 .

Nessa parte da pesquisa, apresentamos a sequéncia matricial e algumas propriedades, a
partir dos resultados obtidos e de uma relacdo de recorréncia para os termos negativos. Na

proxima secdo, sera apresentado os Quatérnions de Lucas.

3.10 Quateérnions de Lucas

Nesta se¢do, apresentaremos a fungéo geradora para a generalizagdo dos quatérnions de
Lucas e dos quatérnions k-Lucas. Além disso, exploraremos novas formulas para as somas
binomiais desses quatérnions, derivadas a partir de sua forma de Binet.
Vamos relembrar que a sequéncia de Lucas é definida de acordo com a seguinte relagédo
de recorréncia: paran > 0.
Lypiz = Lpy1 + L,
Onde L, = 2eL, =1, L, é o n-ésimo numero de Lucas. A formula de Binet para a sequéncia

de Lucas é dada por:
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ana”+ﬁ”,0ndea=1+feﬁ=1_7\/§.

Carlitiz, Ferns (1970) e Hoggatt (1971) estudaram muitas propriedades das somas
binomiais desses numeros. A sequéncia generalizada de Lucas é (V;,), é definida pela seguinte
relacdo de recorréncia: paran > 0 e qualquer inteiro p diferente de zero,

Viez = V1 + W
OndeVy, =2eV, =p.Sep =1, entdo V,, = L, (n-ésimo numero de Lucas)
Seja A e u raizes da equacéo caracteristica x> — px — 1 = 0. Entdo a formula de Binet

para a sequéncia (1;,) é dada por:

Vo=2"+p"
Onde
[p2 —/p2
/1=p+:)+4eﬂ=p 2p+4.

A partir dessa igualdade, colocando A = p? + 4, vejamos que 1+ A2 =AVA e 1+

A fungéo geradora e a funcéo geradora exponencial de uma sequéncia {a,, } séo definidas
por:

a(x) =Yoo anx™e a(x) = Yoo apx™/n! Respectivamente.
Quatérnions: Assim como 0s nimeros complexos sdo vetores no R?, os quatérnions sdo
também vetores, porém do R*. Dessa forma, sendo g um quatérnion, q = q;1 + q,i + q3j +
q.k ou, alternativamente, ¢ = (g4, 92,93, q4), €M que G4, g2, q3, G4 SA0 NUMeros reais. Além
disso, i? = j2=k?*=—-1eij=k = —ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik.
Com base no mostrado acima, podemos definir algumas opera¢6es sobre os quatérnions:
Adicdo: Sejam q = q11+ q,i + q3j + quk € p = p;1 + p,i + p3j + p.k dois quatérnions.
Entdo: g +p = (g1 + p1)1 + (q2 + p2)i + (g3 + p3)j + (94 + Pk
Produto de Escalar por Quatérnion: Sejam g o quatérnion ja descrito e a uma escalar. Entao:
a*q = aq.1 + aqyi + aqsj + aq,k.
Produto de Quatérnion por Quatérnion: Sejam g e p 0s quatérnions ja descritos. Entdo:

q x p = (q1P1 — q2P2 — q3P3 — 4aPa) +
(9192 + G2P1 + 43P4 — qap3)i +
(9193 — Q2P4 + q3P1 + qaD2)]
(9104 + 9203 — q3P2 + Qup1 )k
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Podemos separar g em duas partes: escalar (S(q)) e vetorial (V(q), de forma que S(q) = q, €
V(q) = qz2i + q3j + q4k.
Definimos um quatérnion de Lucas como sendo um tipo especifico de quatérnion da forma
K, =L, + Lyy1i+ Lpioj + Lpisk, cujos coeficientes Ly, Lyt1, Lyt2, Lnss S80 nUmeros da
Sequéncia de Lucas. Também, definimos K, = (2,1,3,4),K; = (1,3,4,7) € Ky = Kpy1 +
K,.
A seguir, vamos ver algumas propriedades desses quatérnions de Lucas:
Propriedade 1:
71'1=0 Ki = Kniz — Ky
e Base de indugdo: Y2, K; = (6,8,14,22) = K, — K;.

e Hipo6tese de indugdo: suponha que Y.i-, K; = K4, — K; vale paratodo n=0,1,...,r.

n
Z Ki = Knyp — K4
i=0

T
D K+ Ko = Kpwp = Ko + K

i=0

e Passo de inducéo:

Y+ K, = K,,3 — K;, como queriamos demonstrar.

Propriedade 2:
LnKn+r = Kon+ry + (1)K, 720
e Prova: L,Kyir = Kigniry + (1)K,
(LnLnsrs LnLnirsr LnLnara2, Lnlnires) =
(Lzngr + Le (=" Longrsr + Lrp1 (=" Lopgz + Ly 2 (=)™ Lanys + Lrps(=1D™)
Essa igualdade é valida, porque L, L, 4y = Lonsr + (=D)L,

Lema: LyLpym = Ln-1Lnsm+1 = Fn-n+15(=1D"
e Base de indugdo: quando n =1,LiLyy1 — LoLmsz = Lims1 — 2Lpyy = =Ly —
Lin+2 = Eo5(=1)*
e Hipétese de inducdo: L,Lpim — Ln—1lnims1 = Fm—ns15(—=1)" vale para n =
1,2,...,(k—1),k

e Passo de inducdo: por hipotese, sabemos que
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LicLicxm = Li—1Litms+1 = Fnoika15(=1%€ L1 Lian — Lz Licemsr =
Fm—k+25(_1)k_1

Tomemos, entdo, LyyiLliym — LiLgsmer = Ligm (L + Li—1) — Liggmer (Lg—g +
Li—2) = (LiLgsm — Le-1Llir1em) + (L—1Lirm — Lik—2Lis14m) =

Foks15(=D* + Fpp i 5(=1)Ft = F,,_,.5(=1)**1, como queriamos demonstrar.

Propriedade 3:

K71 — KnKniz = 5% (=)™ % (2,2,4,3)

K3 =(Las1 — Lao — Lhys = L3ya) + (RLngaLng2)i + (2LngqLnygs)j +
(2Ln+1Llnya)k

KnKnv2 = LnLlnyz = Lnyilnes — LuvzLlnga — Lnyslngs) + (Lulngs + Lygq gz +
Lpsolnss = Lysslypsa)i + (LpLypya = LygiLyys + Loy + L3 13)j + (LyLnys +
Lp+1lnadk

K31 — KnKnyz = (L1 — Liy — Lhys = Liya — Lnlngp + LygiLpys +
Lyy2Lnia + Lyyslnys) + (Lnvilnie = LuLlnyz — LptoLlnys + Lpyalnya)i +
(2Lnt1lnss = Lulnya + LngaLngs — Liyp — Liys + LngaLnga — LngoLnga)j +
(Ln+1lnta = LnLnys)k

Usando o Lema acima, organizamos 0s termos para obter que:

K1 = KnKpiz = (5(=D™ = 5(=1)"*"2 = 5(-=1)™*3 = 5(-1)™**) +
G(=D™ + 5(=1)"3)i + (10(—D)™* — 10(—1)"*2)j + (15(—1)"* Dk

K2, — KKy = 5(—1)"*1(2,2,4,3), como queriamos demonstrar.

Propriedade 4:
Kn+1Kn+r - KnKn+r+1 =5x (_1)n+1 * (ZFr+1' 2Fr+2: 4'Fr+3' _(Fr—l + Fr—3))

Kn+1Kn+r =(Lnt1lnsr = LntoLlnsrsr — Lnsslnirsz = Lutalnires) +
(Ln+1lnsr+1 + Luvolnsr + Lugszlnires = Lnvalngrs2) i+ (bnpalngrz —
LysoLlnir+s + Lnsslnsr + Lovalnirs1)] + (Lnsilnsres + Lnsolngria —
Lpsslnirsr + Lnvalnir)k

KnKnyre1 = LnLngrsr — Luvilngrsz = Luvzlngres = Lugalngrsa) +

(LnLntrsz + Lnsalnirer + Lnvolnarsa — Lnaslngris)i + (LpLngrys —
Lntilnirsa + Lnvolnirsr + Lnsslnrs2)j + (LnLngrsa + LugaLngraz —
Lnvolnirsz + Luyslnirs)k

Kn+1Kn+r = KnKnir+1 = (Ln+1lnsr — Lnszlngrs1 = Lneslnsrsez = Lnvalnires —

LnLn+r+1 + Ln+1Ln+r+2 + Ln+2Ln+r+3 + Ln+3Ln+r+4) + (Ln+1Ln+r+1 +
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Ln+2Ln+r + Ln+3Ln+r+3 - Ln+4Ln+r+2 - LnLn+r+2 - Ln+1Ln+r+1 - Ln+2Ln+r+4 +
Ln+3Ln+r+3)i + (Ln+1Ln+r+2 - Ln+2Ln+r+3 + Ln+3Ln+r + Ln+4Ln+r+1 -
LyLytrsz + Lnyilnsrea = Lnvolnirsn — Ln+3Ln+r+2)j + (Ln+1lnires +

Ln+2Ln+r+2 - Ln+3Ln+r+1 + Ln+4Ln+r - LnLn+r+4 - Ln+1Ln+r+3 + Ln+2Ln+r+2 -
Ln+3Ln+r+1)k

e Usando o Lema acima, organizamos 0s termos para obter que:

o Kiii—KnKniz = (BE5(-1D™! = E5(=1)™? - E5(=1)™° — E5(=1)™*) +
(Fr1 5(=1)™ + F i 5(=1)™2 + F 5(-1)™° — F_ 5(-1)™")i +
(Fry25(— D)™ = Fop5(=1)™2 + F,5(-1D)™° + F,5(-1D)™)j +
(Frys5(—=1)™ + Fy35(-1)™2 — F_ 5(=1)™*° + F,_35(-1)™")k

o Kni1Knir — KnKnirp1 = 5% (=)™ % (2F 41, 2Fr 45, 4Fr 43, — (Froy + Fr23)),

como queriamos demonstrar.

Assim, foi apresentada a Sequéncia de Lucas com quatro dimensdes e uma formula de
Binet para a generalizacdo da mesma, em que podemos encontrar qualquer termo. A seguir,

serdo apresentadas as aplicacOes das situacfes didaticas.
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4 EXPERIENCIA DE ENSINO DO MODELO GENERALIZADO DE LUCAS EM
UM CURSO DE LICENCIATURA

A prética foi realizada com discentes da disciplina de Historia da Matematica, do
Instituto Federal de Educacdo Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard —IFCE. Foi executada
uma sequéncia de aulas continuas, assim, realizamos delineamento de aprendizagem para 0s
alunos da turma.

A motivacdo da escolha da disciplina de Histdria da Matemaética se deu pelo fato de
podermos explorar o processo de desenvolvimento e conservacdo dos conteudos estudados,
como dos matematicos que contribuiram diretamamente e indiretamente para o processo de
continuacdo das sequéncias. Com a perspectiva de que, com a histéria, podemos incluir fatos,
datas e personalidades ao processo de propagacdo do conhecimento.

E, como queriamos, como publico da pesquisa, professores em formacdo inicial,
optamos por uma disicplina que nos desse liberdade de contemplarmos varios conteddos e que
fosse na metade do curso, haja vista que os discentes ja teriam uma certa maturidade e
conhecimentos prévios para resolver as indagacdes. A seguir, apresentamos essas situaces
didaticas.

4.1 Aplicacdo das SituacGes Didaticas

As situacdes didaticas foram desenvolvidas com os estudantes por meio de questdes
norteadoras, de modo que essas questdes instigassem os estudantes a resolvé-las. Deste modo,
definimos situacdo, segundo (BROUSSEAU, 2008, p.21):

A situacdo é, portanto, o contexto que cercava o aluno, projeto e manipulado
pelo professor, que a considerava uma ferramenta. Posteriormente,
identificamos como situa¢Ges matematicas todas aquelas que levam o aluno a
uma atividade matematica sem intervengéo do professor. Reservamos o termo
situacdes didaticas para os modelos que descrevem as atividades do professor
e do aluno

Desta maneira, as perguntas foram realizadas de acordo com o critério de que cada uma

dependesse da anterior, assim, 0 ensino sera crescente e dependente. Dessa maneira, para
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registrar as respostas, foram utilizadas anota¢des, exposi¢des no quadro e gravacdo de audio
dos debates entre os discentes e das explicacdes para chegar a resolugdo de cada indagacéo.
Para preservar o anonimato e a imagem dos discentes, cada um sera identificado por nimeros,
variando de um a seis.

Nessa perspectiva, foram consideradas algumas variaveis didaticas a partir das situacoes
problemas trabalhadas com os estudantes. Foi feita uma aula tedrica para introduzir a Sequéncia
de Lucas, sem muitos detalhes para que os estudantes fossem desvendando as caracteristicas e
teoremas dessa sequéncia por meio das situacdes problemas e ficassem motivados a querer
responder a todas as perguntas.

Iniciamos com um olhar historico, haja vista que tinha que ser contemplada a disciplina
em que foi aplicada a pesquisa e para apresentar as contribui¢cfes do matematico que deu nome
a sequéncia e a evolucao historica dos conteudos envolvidos.

Dessa forma, iniciamos a efetivagdo da situagdo didatica com a entrega da primeira lista
de exercicio aos estudantes envolvidos na pesquisa, informando-os que, inicialmente,
utilizassem apenas seus conhecimentos prévios e prosseguissem com discussdes entre eles para
refletirem sobre a resolucdo da situacdo problema. E, assim, estruturar estratégias para a
resolucéo das perguntas propostas para que, posteriormente, fossem formulados os argumentos
que gerassem a validacdo do problema. A seguir, serdo apresentadas as situacGes didaticas

trabalhadas com os estudantes envolvidos na pesquisa.

4.1.1 Primeira situacdo didatica

A primeira aula foi para apresentar a Sequéncia de Lucas, até entdo, os discentes s6
tinham conhecimento da Sequéncia de Fibonacci. A vista disso, iniciamos apresentando um
pouco sobre a vida e as contribuicbes do matemético francés Eduard Anatole Lucas. Em
sequida, foi passada uma situacdo didatica com cinco questdes, para que os discentes
utilizassem seus conhecimentos prévios e o que tinha sido repassado, anteriormente, na
disciplina de Historia da Matematica. Desse modo, na situagdo problema um, com o objetivo
de definir uma relagdo de recorréncia para a Sequéncia de Lucas, por meios dos elementos
iniciais da sequéncia de Lucas, temos a primeira pergunta:

1. Dada a sequéncia: {L,}nen : {1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, ... }, qual 0

comportamento da Sequéncia de Lucas em rela¢do aos seus termos?
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Pode-se observar que, na figura 8, o Estudante 2 determinou que o terceiro termo ¢ 4

e o denominou por Las., qualquer termo da sequéncia pode ser obtido pela soma dos dois

anteriores.

Figura 7 - Estudante 2 descrevendo o comportamento da Sequéncia de Lucas (em fase de a¢éo)
o 7y . - s ﬁ
fla. Aquircio. ) O X o Tan 0

O 4, . L e L, Ruilouan. SN0 7

guol o 2tmlly
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Fonte: elaborado pela autora

No entanto, o Estudante 3, além de descrever o comportamento da Sequéncia de Lucas,
ainda, exemplificou como obter alguns termos da SL, vejamos na figura 8.

Figura 8 - Estudante 3 descrevendo o comportamento da Sequéncia de Lucas (em fase de acdo
e formulacédo )
E—
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Fonte: elaborado pela autora.

Observa-se que os Estudantes 2 e 3 apresentam argumentos semelhantes, no entanto, o
Estudante 3 generaliza a descri¢do e, ainda, exemplifica, ou seja, podemos observar que 0S
alunos compreenderam a explicacdo tedrica e cada um absorveu com detalhes especificos e,
para validacdo,o eles responderam a questao dois:

2. Obtenha um modo recursivo para a descri¢do dos termos da Sequéncia de Lucas.

A fim de validar sua resposta, os Estudantes 2 e 3 efetuaram alguns calculos descritos

na figura 9, recorrendo & relacdo de recorréncia de Lucas L, =L, +L, ,:
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Figura 9 - Determinagdo de um termo a partir da relacéo de recorréncia (fase de

validacao)
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Fonte: elaborado pela autora.

Figura 10 - Determinacdo de um termo a partir da relacdo de
recorréncia (fase de validacao)
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Fonte: elaborado pela autora.

ApOs os estudantes apresentarem a validacdo para o comportamento e a relagdo de

recorréncia da Sequéncia de Lucas, por meio dos seus elementos, damos continuidade com a

situagcdo didatica um. Como os estudantes, no inicio da disciplina, estavam estudando a

Sequéncia de Fibonacci e ela tem inimeras relagdes com a SL, foi proposto, aos estudantes,

encontrar essas relagdes entre as duas sequéncias. Assim, prosseguimos com a questao trés:
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3. Qual a relacdo entre a Sequéncia de Lucas e a Sequéncia de Fibonacci?

Para responder a essa questdo, os alunos tentaram resolver com seus conhecimentos
prévios, no entanto, foi necessario recorrer as anotacdes das aulas que antecederam a aplicacdo
da pesquisa, para relembrarem a Sequéncia de Fibonacci e, também, foi exposta uma breve
explicacdo sobre SF e, depois, eles foram resolver a questdo e conversar entre eles.

O Estudante 6 listou os elementos tanto da Sequéncia de Lucas, quanto os de Fibonacci

e, em seguida, foi relacionando-os, como mostra a figura 11 e conseguiu chegar a uma relagéo

de recorréncia envolvendo as duas sequéncias L, =F ,+F ;.

Figura 11 - Descricdo da relacdo entre as sequéncias de Lucas e Fibonacci

Fonte: elaborado pela autora.

O Estudante 6, ainda, argumenta sobre a relagdo encontrada:

Estudante 6. “o resultado da subtra¢do de um numero Ln da sequéncia de Lucas pela
de Fibonacci Fné igual a 2Fn.1, apos desenvolver e deixar tudo em funcéo de L, e relembrando
gue um numero é a soma dos seus dois antecessores imediatos ele encontrou a seguinte relacao
Ln=Fn1+Fn1”.

J& o Estudante 1 encontrou duas relagdes entre a SF e a SL, ele chamou os elementos

da Sequéncia de Fibinacci de (d;,d;,8,,d;,...) e 0s termos da Sequéncia de Lucas de (

by 0;,0,,b,,...) e, logo apés, semelhante ao Estudante 6, encontrou a relacdo L, =F, ,+F,,,

como mostra a figura 12, s6 que com a operacao adi¢do dos termos.
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Figura 12- Descrigéo da relacédo entre as sequéncias de Lucas e Fibonacci
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Fonte: elaborado pela autora.

Observando a figura 12, nota-se que o estudante achou outra relacdo a qual o0 mesmo
chama de curiosidade, em que ele pega os elementos de indices iguais, soma e faz a média,
encontrando os termos da Sequéncia de Fibonacci, ele fez a seguinte argumentagéo:

Estudante 1: “quando eu somo os termos de indices iguais por exemplo a, +bn e

dividindo por 2 eu vou obter o elemento da sequéncia de Fibonacci 4,,;, assim, exemplificando

temos: 2 Z b _ a, ,bem como % =1 , dessa forma pode ser generalizado d seguinte forma:

an;“b” —a_, paran>0."

Prosseguimos a situacdo didatica um com a seguinte questdo:

4. Qual objeto matematico que estamos utilizando? VVocé ja o conhecia?
Sobre essa questdo, todos os alunos responderam Sequéncia de Lucas e somente um

estudante conhecia a SL, que foi o Estudante 5, como foi relatado na figura 13.

Figura 13 - Relato sobre seu conhecimento em relacdo a Sequéncia de Lucas

d\awﬁwm cole dal Vrnmmm el 'xmcp’r\lzw SmMe
nelcucare umntne reu derrmuots. @ dammberm com w gy
eio e Fihomacec -

Fonte: elaborado pela autora.

E, sobre a ultima pergunta da primeira situacao didatica, em relacdo as dificuldades,
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5. Vocé encontrou alguma dificuldade para resolver as questdes anteriores?
O intuito dessa questdo foi detectarmos quais 0s pontos em que os alunos sentiram
mais dificuldades, para que pudéssemos fazer uma explanacdo tedrica para darmos
continuidade com as outras situacdes didaticas. Assim, serdo transcritos os relatos dos alunos,

tais como foram ditos por eles:

Estudante 1: “nao tive dificuldades”.

Estudante 2: “pouca dificuldade, a maior dificuldade foi no momento de
organizar as ideias para a redacdo final”.

Estudante 3: “nao, dificuldade apenas para organizar as ideias”.

Estudante 4: “sim, pois mesmo a sequéncia de Lucas sendo parecida com a de

Fibonacci ainda tive dificuldade de organizar as ideias” .

Estudante 5: “um pouco, para “um pouco por ndo conseguir assimilar um: lei
de formacgdo para as sequéncias de Fibonacci e Lucas” .

Estudante 6: “sim, pois nunca tinha visto a sequéncia de Lucas”.

Desse modo, concluimos nossa primeira situacao didatica, em que apresentamos um
pouco sobre a histéria por tras da sequéncia, os elementos, a relacdo de recorréncia, a relacéo
entre a SL e SF, e fizemos um breve dialogo sobre os conhecimentos que os estudantes tinham
sobre a sequéncia e suas dificuldades em resolver as questdes propostas. A seguir, sera descrita

a categorizacdo dos momentos de resolucdo da primeira situacdo didatica.
4.1.2 Segunda situacdo didatica

Na segunda situacédo didatica, como ja haviamos estudado os comportamentos da SL,
seguimos com a extensdo da Sequéncia de Lucas para o campo dos inteiros, de modo que 0s
alunos criassem um caminho para encontrar esses novos elementos.

Com o intuito de partir dos elementos ja conhecidos pelos estudantes e das relagdes

analisadas na primeira situacao didatica, foi proposta a primeira questéo:

1. E possivel calcular os valoresde Ly=?, L, =?L,=? e assim por diante?

Dessa forma, observamos que os discentes foram utilizando a relacdo de recorréncia
encontrada, anteriormente, como suporte para chegar aos possiveis valores para a Sequéncia de

Lucas estendida para os inteiros, como mostra a figura 14.
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Figura 14 - Estudante 2, obtencéo dos elementos da Sequéncia de Lucas estendia aos inteiros

i, dlador oo sguincia. {LSwew={1,3471,18,29,47,. }
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Fonte: elaborado pela autora.

O Estudante 2 relatou:

“se para obter um termo da sequéncia na parte positiva temos que somar os
dois ultimos antecessores, para encontrarmos os elementos com os indices

negativos é so subtrair os dois sucessores”.

No entanto, o Estudante 1 utilizou a rela¢do de recorréncia que associa a Sequéncia de
Lucas com a Sequéncia de Fibonacci, como mostra a figura 15, e ele, ainda, deu alguns

exemplos e destacou os elementos das duas sequéncias.

Figura 15 - E1, obtencédo dos elementos da Sequéncia de Lucas para extensdo dos

inteiros pela relagio L, =F +F ;
—
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Fonte: elaborado pela autora.
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Apobs a validacdo da primeira questdo, em que foram encontrados elementos da
Sequéncia de Lucas com extensdo aos inteiros, por meio de inducdo e através de relacfes de

recorréncias vistas na situacdo didatica anterior, prosseguimos com outra questao:

2. E possivel descrever uma relacdo para obter a sequenma( L. )ne[ ?

De acordo com a primeira questao, os estudantes ja estavam formulando uma relacao
para obter os elementos da Sequéncia de Lucas; na segunda questdo, que foi 0 momento de

validacao, alguns alunos encontraram a seguinte relacdo, como mostrado na figura 16.

Figura 16 - momento de agéo para encontrar a relagéo da sequéncia (L., )neH

(L“"\mclﬂ AiE {\--’9;"‘1 3,1, - =0 Lo -t2hs

Fonte: elaborado pela autora.

Assim, podemos observar que o Estudante 4 pegou a relacdo de recorréncia inicial e,
no lugar de somar os termos anteriores, ele subtraiu, ficando, assim, a seguinte relagéo:

I—n = Ln+2 o Ln+1
O Estudante 4, na figura 16, mostrou com dois exemplos que, com a relagdo de
recorréncia L, =L,.,— L, vocé obtém qualquer termo da SL e, desse modo, fizemos a

validacao com todos os estudantes. Logo, seguimos questionando sobre o0 comportamento dessa

sequéncia:

3. Como a sequéncia se comporta para (L_n )neﬂ ?
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Questionados sobre o comportamento da Sequéncia de Lucas estendida aos inteiros,

os alunos recorreram as duas primeiras perguntas e a relagdo que o Estudante 1 encontrou foi

um pouco diferente, sendo a sequinte L , =L, ,—L, ;, como mostra a figura 17.

Figura 17 - Descricdo do comportamento da sequéncia (L_n )ne:
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Fonte: elaborado pela autora.

O Estudante 1 fez o subsequente relato sobre como a SL se comporta com indices
negativos:

Estudante 1: “L_, tem duas condiges: Se n for par obtém-se L , =L, eseon for
impar obtém-se L , =-L .
Ap0s relatar essas duas condicdes, ele expbe que, para obter (L_n )neﬂ , vale a relacdo a
sequir:
L. =(-D"L,
4. E possivel verificar que L, = (—1)n .L,? Em Caso afirmativo, demonstre. E, para

negacéo faca, um contraexemplo.

Diante do exposto, podemos observar que o Estudante 1 ja havia encontrado a relagéo
da questdo quatro antes mesmo dela ser proposta para eles, mas obtivemos respostas bem
interessantes. Esse acontecimento s6 nos mostrou que, de fato, as situa¢Ges didaticas estdo
sendo bem aplicadas pelos estudantes que estédo avancando conforme as questdes sdo sugeridas

para eles. Nas figuras 18 e 19, serdo apresentadas duas formas diferentes de chegar a

L,=(-1)"L,.
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Figura 18 - Utilizando a relagdo entre a SL e a SF para chegara L , = (—1)n L,

Fonte: elaborado pela autora.

Na figura 18, o Estudante 6 apresenta sua resolugdo com a relagdo entre a SL e a SF,

dando a explicagdo:

Estudante 6: “tzomando L,=F _;+F e L =F ,+F ., em seguida fiza mesma

relagdo dada na questdo para Lucas fiz para Fibonacci F, =(-1)"".F, e em seguida fui
substituindo: L_, =(-)"™*.F ,+(-)"F =L, =(-)".(F ,+F )=L,=(-D)"L, "

J& o Estudante 2 foi apenas substituindo os valores de n e dando condigdes para n par
ou impar, que ja tinha sido trabalhado na questdo anterior, desse modo, veja a figura 19.
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Figura 19 - Momento de acéo e formulacédo
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Fonte: elaborado pela autora.

A Ultima pergunta, da segunda situacdo didatica, foi um pouco de teste. Como uma
questdo era evolucgdo da outra e os alunos estavam utilizando indu¢do matematica, fizemos a
seguinte pergunta:

5. Como verificar a propriedade descrita na atividade anterior sem usar Inducéo

Matematica? Que nome poderiamos dar a esta nova “sequéncia”?

Como para resolver essa questdo era necessaria a formula de Binet e, ainda, ndo tinha
sido apresentada para eles, nenhum estudante conseguiu resolver, mas alguns tentaram e
deixamos pensarem e retornamos com essa pergunta na situacdo didatica trés.

O motivo de fazer uma pergunta que, para responder, precisaria de um contetdo que
sequer foi trabalho, foi para testar a evolucdo dos alunos, a maturidade matematica e se eles

estavam compreendendo o desenvolvimento da sequéncia.

4.1.3 Terceira situagao didatica

J& foram apresentadas varias caracteristicas da Sequéncia de Lucas e algumas relagdes
de recorréncia, como também sua relagdo com a Sequéncia de Fibonacci e sua extensdo aos
inteiros. Neste momento, foi trabalhada a equacdo caracteristica e a formula de Binet para a SL.

Iniciamos com um teorema, em que 0s estudantes tinham que demonstra-lo e justificar

suas respostas:
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1. Teorema 1: Dado um niimero inteiro n>1, entdo, L, =a"+f", cujos valores de e

£ correspondem as raizes da equagdo caracteristica designada por x*—-x-1=0.

Demonstre:

A imagem 20 mostra como o Estudante 1 fez essa demonstracao partindo da relagéo de

recorréncia estudada na primeira situacdo didatica.

Figura 20 - Momento de validacdo L, =a"+/",
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Fonte: elaborado pela autora.

O Estudante 1 deu a explicacdo subsequente:

“pegando a formula de Lucas Ln+1=Ln+Ln-1 dividindo tudo por Ln

em seguida trocar

0s termos por X, e posteriormente encontrei o limite e em seguida encontrei a equacao

caracteristica e as raizes chameide ¢ e g .

Ainda, fez algumas substitui¢cbes na formula de Binet, para comp
satisfaz a SL.

rovar que, de fato,

Dando continuidade a situacdo didatica, agora, temos novos elementos & e g

precisamos estudar a relacdo entre os dois, portanto, fizemos a questao a seguir:

2. Quais as relagOes entre os valoresde « e g ?
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« € B e também, ja pensando com quais

relacBes essa contribuird nas questdes seguintes, os alunos fizeram, inicialmente, as operacoes
basicas e, posteriormente, foram uns desafiando os outros a encontrarem relacbes mais

elaboradas, veja na figura 21.

Figura 21 - Relag0es entre . e g
P :
2. Quais as relagdes entre og valores de ¢ B?
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) d
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Fonte: elaborado pela autora.

Os alunos, no momento de acdo, encontraram algumas propriedades envolvendo os

valores de & e g, com expoentes negativos, assim sendo, temos a" = (—l)”.,B "

e Vamos verificar para n=1:
gt 1 12 2 1—J§_2—2J§_2—2J§_(_1)2—2J§_
a" o 1+y5 1+¥5 1+51-45 1-5 —4 T4
2
alz(—l).%
2
e Vamos verificar para n=2:
o L 1 1 2 2 3—J§_6—2J§_6—2J§_(_1)3—2J§
a" o 3+J5 3+5 3+453-45 9-5 —4 S22
2
a-zz(_1)2¥

Do mesmo modo, temos uma igualdade para g, sendo essa: ,B_n =(-1)"«a

e Verificando para n=1:

n
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gt 11 2 2 146 2+26
" p 1-5 1-5 1-51+5 4
2

1+\/§

2

e Verificando para n=2:

prot_ 11 2 3+v5 6+2J5 6+2J5 3++5
B p* 3-5 3-53+5 9-5 4 2
2

B =)

3+\/§

2

Foram apresentadas relacOes entre alfa e beta com expoentes negativos.

B’ =(-1"

Agora, apresentaremos outras igualdades envolvendo & e os elementos das sequéncias

de Lucas e de Fibonacci, a saber:

. L+F B
o o =—"—
2
A seguir, sera verificado para:
n=1
1+J§
a =
2
n=2
) 1+\/§ 1+\/§ 3+\/§
o =ao.o = . =
2 2 2
n=3
3 2 3+45 1445 4+2\5
a’=a’.a= R = 5

Foram verificadas as propriedades envolvendo apenas os valores de alfa e, assim,
também encontramos relacbes entre os elementos positivos da Sequéncia de Lucas com a
Sequéncia de Fibonacci.

Da mesma maneira, sera feito para os valores de g e o0s elementos das sequéncias de

Lucas e de Fibonacci, a saber:

_ I‘n _Fn'\/g

o A >
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:1—\/51—\/5 _ 3-+5

2 2 2

s 2. 35 1-\5 4-2\5
B=p ==

Como ja havia sido citado, a formula de Binet € um dos caminhos para chegar a relacéo

L, =(-D".L,. Pensando nisso, fizemos a seguinte quest&o:

3. E possivel caracterizar, matematicamente, a relagdo L , =(-1)".L, através da férmula
de Binet?
Todos os estudantes conseguiram fazer essa questdo, na figura 23, veja a reposta do
Estudante 3, com a explicagéo:
“Pegando a formula de Binet L, =a" + " e tornando os indices negativos teremos a

seguinte formula L =a "+ ", em seguida manipulando de acordo com a regra

para expoentes negativos e em seguida substituindo pelas relacdes estudadas na
questdo anterior .

Figura 22 - Utilizando as relac6es para validar a relagao

—nz ol g B
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-o™

Fonte: elaborado pela autora.

Assim, foi finalizada a terceira situacéo didatica, todos compartilharam suas respostas e

tiraram suas dividas.
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4.1.4 Quarta situacdo didatica

Na quarta aplicacdo de uma situacdo didatica, exploramos as propriedades com
matrizes, como ja havia sido trabalhado o comportamento, a relacdo de recorréncia, a extensao
para os inteiros e a formula de Binet, foi feita uma revisdo de tudo para que, assim, fosse
iniciado o conteudo de matriz.

Desse modo, fizemos a seguinte questéo:

1. De acordo com a relacdo de recorréncia L, =L, , + L, , e sabendo os elementos da

sequéncia, € possivel caracterizar matrizes para a Sequéncia de Lucas?
Logo, sera exposta a resposta do discente 6, em que 0 mesmo toma uma matriz como a

identidade da SL e, em seguida, faz substituicdes, como veremos abaixo.

Figura 23 - Validacao da representacdo matricial
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Fonte: elaborado pela autora.

Ap0s encontrar a matriz que representa a Sequéncia de Lucas, o Estudante 6 fez a
concluséo subsequente:

“podemos concluir assim, que o determinante assume o valor 5 quando n for
impar(positivo ou negativo), e assume o valor de -5 quando n for par (positivo ou negativo)”.

A proxima imagem mostra o aluno em fase de validacao de sua resposta para a definicéo
do que foi dado anteriormente. Ele faz a demonstracéo:
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Figura 24 - Momento de validacédo das propriedades das matrizes
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Fonte: elaborado pela autora.

Dessa maneira, foi finalizada a quarta situagdo didatica e os alunos disseram que teriam
outras propriedades que eles estavam encontrando nos estudos em casa, por isso, criamos outra
situacdo com a intengé@o de fazermos uma revisao.

4.1.5 Quinta situacao didatica

Todo o conteudo proposto, para a aplicagdo da pesquisa, ja tinha sido exposto e 0s
estudantes ja tinham feito as reflexdes. No entanto, foi necessaria uma revisao, para que algo
que ndo foi citado, anteriormente, seja estudado. Assim, utilizamos, como critério, os conteddos
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que os envolvidos, na pesquisa, sentiram mais dificuldade para responder e iniciamos com a

pergunta:

1. Sabendo que a sequéncia matricial de Lucas é:

I‘n -1 Ln
X, =
Ln Ln+l

a) E possivel extrair alguma propriedade a partir do determinante das matrizes obtidas
pela soma e/ou multiplicacdo da sequéncia matricial?

Para a resolucdo dessa questdo, escolhemos a resposta do Estudante 5, pois foi bem
detalhista, veja nas figuras 25 e 26.

Figura 25 - Validacdo das somas de matriz

Homa, 4o o,
Pana B Lo -

L)

|
- |
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Fonte: elaborado pela autora.

u?'n-k V?“ ] J’("Y\-‘. j)'v\ T
-Jh \J'\m\‘\‘ &) (E= ZXr

-,V’ﬂ j M+ |

[Q Cl =5 d&\z Gl—_ke—%:-m.
6 69

O Estudante 5 justificou sua reposta concluindo que:

“podemos concluir assim, que o determinante da soma das matrizes assume o valor
20 quando n for impar(positivo ou negativo), e assume o valor de -20 quando n for par (positivo
ou negativo)”.
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Figura 26 - Validacdo da multiplicacdo de matriz

Fonte: elaborado pela autora.

Ja para a multiplicagdo das matrizes, o Estudante 5 explicou:
“ Para a propriedade da multiplicacio de matrizes, temos que o determinante da sua matriz
resultante ¢ 25"

b) J& provamos que a matriz X, € vélida para n € N. Verifique e demonstre se a
sequéncia matricial € valida paran € Z.

Na figura 27, o Estudante 1 faz uma substituicdo, provando que € possivel as matrizes

comn € Z, como foi dito na situagdo didatica anterior.

Figura 27 - Momento de ac&o para matrizcomn € Z

Fonte: elaborado pela autora.

E como foi dito na situacdo didatica anterior:
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Se n for par, o det(X,) =-5.
Se n for impar, o det (X,) =5.

Dando continuidade a situacdo didatica intitulada Revisdo, fomos para as relacdes

entre & e g, dessa forma, fizemos essa questéo:

2. Conhecendo os valores de & e g, verifique se € possivel:
a) a " = (_1)n'8n e ﬁ_” — (—1)”,an

Para responder a essa pergunta, os estudantes utilizaram os valores & e p , COMo

também as relagdes das aulas anteriores.

Figura 28 - Validacio das relagdes o — (—1)".p # =D"a’

> .\.d\(!B!u
X =Cyn"p
S E L T
1+ a o ot
("B "> phats (278" (15" [(4-/5)-(4+45)] (ﬁ*;ff__l 3
" a'r\ F aiv\ 2 =
n N 0
A g—a% & ﬂm!_ S G ) S ™ B = (U=
3 I
A
:(_i,m=i : (-4

ﬂgﬂ,yw(dmp”‘. B o= e e
bﬂgﬂ’(-iruf‘
éﬂ?g X izﬂ;m m\[‘;um (('Jﬂdm'fg“;i
=)
%’\M’pﬂp =1 F 1,
[lomle }7 B= (-4 ot'-p’(f) -0

Fonte: elaborado pela autora.

b) E possivel encontrar outras relagdes entre & e g ? Quais?
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Figura 29 - Validagéo das relagbes & e g
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Fonte: elaborado pela autora.

3. Temos a seguinte relacdo de recorréncia: | =1L, +L,, paran € N. Sabendo disso,

demonstre a relagdo de recorréncia da extensao da Sequéncia de Lucas para 0s nUmeros
inteiros, n € Z.

Quando foi passada essa questdo, anteriormente, os estudantes tiveram dificuldade e
ndo conseguiram resolver, no entanto, apos as situacdes didaticas, eles conseguiram resolver,

veja na figura 31.
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Figura 30 - Validagéo da relagéo de recorréncia | =1L, +L eN
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Fonte: elaborado pela autora.

Para concluirmos as situacdes didaticas, fizemos uma reflexdo sobre a importancia da
disciplina de Historia da Matematica, como também sobre a relevancia da pesquisa aplicada e,
por fim, sobre as dificuldades em responder as questdes da pesquisa. E, assim, fizemos a
questéo:

1. Qual a importancia da disciplina de Histéria da Matematica para sua formacéo?

Estudante 1: “E importante para conhecermos os matemdticos que marcaram a
histéria da matematica assim conhecendo um pouco dos seus pensamentos e de suas
ideias, além disso, é importante para desenvolver nosso préprio pensamento tentando
descobrir coisas novas ou ja descobertas, mas que ainda ndo era do nosso
conhecimento”.

Estudante 2: “A disciplina de historia da matemdtica traz a tona fatos historicos
abordados com uma teoria apropriada, abrangendo conhecimentos diversos, o que
agrega na formagdo académica’.

Estudante 3: “A disciplina é importante, pois contribui complementando outros
curriculos como céalculo, matematica discreta e teoria dos nimeros, dessa forma ela
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consegue concatenar de forma mais pratica os conteldos estudados no curso,
acrescentando nossos conhecimentos”.

Estudante 4: “4 disciplina é de extrema importdincia em nossa forma¢do académica,
pois além de nos auxiliar a explorar conteidos que pouco sédo abordado em nossa
grade curricular, complementam nosso conhecimento sobre varios matematicos e
contelidos .

Estudante cinco: “A disciplina de historia da matematica é importante pois trata de
como a matematica vem se desenvolvendo e sendo aplicadas nas mais diversas areas
de pesquisa. E essencial, também conhecer as dificuldades que existiam na época dos
matematicos, o contexto histérico das mais importancia e brilhantismo nas teorias
desenvolvidas ™.

Estudante 5: “A disciplina tem grande importincia para nossa formagdo enquanto
professores, pois é importantes conhecer os conteidos matematicos em varios
aspectos”.

Estudante 6: “Com a disciplina de historia da matemdtica, estamos tendo contato
com varios contetdos e também conhecendo a histéria de alguns matematicos que
contribuiram para a matemadtica que hoje estudamos”.

Ficou claro, nas falas dos estudantes, que todos reconhecem a importancia da
disciplina de Historia da Matemaética e as suas contribuicdes para a formacdo inicial dos
professores de Matematica.

2. Qual a relevancia do estudo da Sequéncia de Lucas em sua pratica docente? Quais

contetdos matematicos contribuiram para a resolucéo das questdes?

Estudante 1: “Foi muito importante, pois facilitou a compreensdo de novos contetidos
matematicos que envolve sequéncia.

Foi utilizado 0s conhecimentos adquiridos no estudo da sequéncia de Fibonacci”.
Estudante 2: “O estudo da sequéncia de Lucas engloba varios resultados importantes,
atrelados a uma das sequéncias mais vistas que é a de Fibonacci. A sequéncia de
Lucas pode ser abordada em varios niveis de ensino, progressdes, limites, matrizes e
determinantes”.

Estudante 3: “Contribuiu para ampliar os conhecimentos em outras sequéncias, que
tem comportamento similar a sequéncia de Fibonacci. Contetdos trabalhados foram:
algebra linear, calculo de limites”.

Estudante 4: “é uma sequéncia interessante a ser estudada e explorada, com
propriedades importantes que incentivam no conhecimento sobre essa sequéncia. O
estudo de sequéncias e progressoes matemdticas”.

Estudante 5: “A4 importdncia do estudo da sequéncia de Lucas na pratica docente se
da pelo fato de utilizagao de elementos que vocé ja tem para chegar ao que queremos
pensamentos também utilizando no estudo das progressdes aritméticas. Os conteidos
adquiridos nos estudos sobre sequéncia de Fibonacci”.

3. Vocé teve dificuldade em desenvolver alguma propriedade da Sequéncia de

Lucas?
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Estudante 1: “Ndo tive dificuldade, foi mais a questdo do tempo para descobrir os
padroes corretos das atividades”.

Estudante 2: “Sim, na caracterizagdo da sequéncia de Lucas em matrizes”.

Estudante 3: “Sim, alguns passos da resolu¢do da sequéncia ndo ficar bem fixos assim
tive um pouco de dificuldade .

Estudante 4: “Sim, relacionada a matriz da sequéncia de Lucas”.
Estudante 5: “sim, a parte matricial”.

Estudante 6: “sim, principalmente em organizar o pensamento e relacionar as
propriedades”.

4..1.6 Construcédo e Descricdo da Sexta situacao didatica

Para iniciar a situagdo didatica sobre a Sequéncia Polinomial de Lucas, foi feita uma
revisdo com os conteudos abordados anteriormente e, em seguida, foi dada a seguinte definicéo:
DEFINICAO: De acordo com Bicknell (2013), a Sequéncia Polinomial de Lucas - SPL
(Ln(x))nEN, em que x € R, é definida por:

Lo(x) =2

Li(x) =x
Lypp1(x) = X. Lp(x) + L1 (x)

Apbs a definicdo apresentada, e os estudantes terem feito uma pequena roda de conversa
para abordar os contetdos ja estudados e essa nova defini¢do, foi proposta a primeira questéo:
Questdo 1: De acordo com a definicdo anterior, estabelecida para a Sequéncia dos Polinémios
de Lucas, é possivel encontrar uma equagdo caracteristica do 2° grau? Em caso afirmativo,

determine a equacdo e calcule suas raizes.
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Figura 31 - Validagdo da equacdo caracteristica dos polinémios de Lucas
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Fonte: elaborado pela autora.

A Estudante 6 encontrou a equacéo caracteristica, com ajuda da definicéo e a relagdo de

recorréncia da Sequéncia de Lucas. O processo feito pela aluna sera descrito a seguir:

Ln+1(X) =X. I—n (X) + Ln—l (X)
L, (X) =X. L, (x)+ Ll(X)
L,00 = X Ly(0) + L, ()

y’—xy—-1=0
xJ(=x)? —4.1.(-1)
Y= 2.1
. XX+ 4
Vo e
. X—=X?+4
YZTZﬂ

A mesma fez o seguinte relato: “o x é um polinémio arbitrdrio, agora para essa
sequéncia polinomial ele t4 assumindo um valor real. Entdo ao encontrarmos as raizes dessa
equacao caracteristica o X vai ser o valor de b”.

Ap0s encontrar a equacgdo caracteristica, a aluna 6 descobriu as raizes da Sequéncia
Polinomial de Lucas, que podem ajudar em outras propriedades. Assim, prosseguimos com
outras perguntas.

Questao 2: Estabelecer a formula de Binet para a sequéncia anterior.
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Figura 32 - Validacéo da formula de Binet para SPL
e =
:Il

/ | A)
L (102K L () Lot

t‘uﬂﬁd’ eanac ialito

JE T

L ')vrnh"‘—Lh!:(}"" O
L = c Frid

ql_)!(‘>1’,\,-

) )
R [ o B | i WO
ap=- 0 b A IS ESTXNY

34 4 k)
yugs o N

Fonte: elaborado pela autora.

Utilizando as raizes encontradas na questdo anterior, como podemos ver na figura 32, a

aluna fez substituicdes e, assim, encontrou a formula de Binnet para a Sequéncia Polinomial de

Lucas, veja:
L =a"+p"
: _[x+\/x2+4 +[x—\/x2+4
" 2 2

Questdo 3: Do mesmo modo, € possivel obter uma Sequéncia Polinomial de Lucas estendida
com subscri¢cdes negativas?

Figura 33 - Validacdo da SPL estendida com subscri¢cdo negativa
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Fonte: elaborado pela autora.
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Por meio de inducdo matematica, a aluna 3 encontrou a extenséo para os inteiros da

Sequéncia Polinomial de Lucas.

L,00=(1"L,)

4.1.7 Sétima situacao didatica

A Ultima situacdo didatica foi um pouco de revisdo das aulas anteriores e a
finalizag&o das aplicagdes sobre a Sequéncia Generalizada de Lucas. Tivemos, como tema final,
0s quatérnions de Lucas, como os alunos j& tinham os estudos anteriores e a maturidade
matematica, foi mais facil resolver as indagacdes dessa Ultima situacdo didatica.

Iniciamos 0s questionamentos apresentando 0s termos iniciais, para que, em
seguida, eles construissem os termos posteriores e, depois, as indaga¢des que fossem surgindo.

Dessa forma, temos como primeira questao:

Questdo 1: Dados os dois primeiros termos dos quatérnions da Sequéncia de Lucas,
Ko =(2,p,p°+2,p°+3p) e K =(p,p’+2,p*+3p,p*+4p*+2), defina os préximos termos.

Figura 34 - Validagdo dos quatérnions da Sequéncia de Lucas
— :
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Fonte: elaborado pela autora.

Comecamos apresentando os dois primeiros termos dos quatérnions da Sequéncia de
Lucas, os alunos tiveram facilidades em encontrar 0s termos seguintes, pois 0s conhecimentos

adquiridos, nas aulas anteriores, contribuiram bastante.
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Portanto, podemos concluir, na tltima situagdo didéatica, que, com a Sequéncia de Lucas,
podemos abordar diversos contelldos matematicos. Isso foi possivel de ser desenvolvido na
disciplina de Historia da Matematica, pois foram trabalhados os matematicos que colaboraram

nos estudos em diversos momentos distintos e os contedidos abordados.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

Para a validacdo interna da pesquisa, € preciso uma analise dos dados obtidos durante o
momento da experimentacdo, vale ressaltar que a Engenharia Didatica possui dois tipos de
validacgdo: interna e externa. Para esta pesquisa, a validacéo foi interna, pois s6 foram analisados
os dados dos alunos envolvidos no estudo como foi apresentado na segéo anterior.

Apresentaremos a caracterizacdo da pesquisa, de acordo com suas etapas de: analise
preliminar, concepc¢des e analises a priori, experimentacdo, analise a posteriori e validagéo,
conforme a Engenharia Didéatica vinculada a Teoria das Situaces Didéaticas, como metodologia
de pesquisa e teoria de ensino.

Na primeira etapa da pesquisa, que sdo as analises prévias, fizemos um levantamento
bibliografico sobre a Sequéncia de Lucas em uma perspectiva matematica, enfatizando a
férmula de Binet como modelo de generalizagdo e extenséo.

Posteriormente, na concep¢do de analises a priori, analisamos o0s conteddos que se
relacionam com a Sequéncia de Lucas. Desse modo, construimos uma caracterizacdo e uma
fundamentacéo que foram de grande importancia para a elaboragéo das situacdes didaticas.

No terceiro momento, que é a fase de experimentacdo, tivemos como suporte a Teoria
das SituacGes Didaticas, a saber: acdo, formulacdo, validagdo e institucionalizacao.

A seguir, na tabela 5, sera apresentada uma categorizacdo dos momentos de resolucéo
das situagOes didaticas. A validag&o interna, deste estudo, foi feita com uma comparagdo das
fases de analise a priori e a posteriori, fundamentadas nos dados coletados na experimentagéo.

. o o . o s continua
Tabela 7 - Categorizacdo dos momentos de resolucdo das situacdes didaticas ( )

Estabelecer uma relagcdo para os termos da Sequéncia de
Lucas.
Construcéo da relacdo recorrente:

I—n = I—n—1 + Ln—2'

Determinar os termos da Sequéncia de Lucas.

Generalizacdo da relacdo de recorréncia da Sequéncia de

Lucas e a relacdo com a Sequéncia de Fibonacci.

Estabelecer os termos da Sequéncia de Lucas
inteiros.
Reconhecimento do comportamento da Sequéncia de Lucas
estendida aos inteiros.

(continuacao)
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Demonstragdo, por inducdo matemaética, da relacéo:
n
L,=(-1) .L,

Generalizaggo da L., =(-1)".L, .. (L),

Demonstracdo, por inducdo matematica, da relacdo da
equacdo caracteristica x> —x—1=0 e das relagdo entre as

raizes denominadas ~ e g

Escrita da formula de Binet:

L, =a"+p"

n
Demonstragdo da relagéo L, =(—1) L,
formula de Binet.
Formalizagdo e generalizacdo da relagdo L, =(-1)".L,

a partir da

para ( L, )neD :

A partir da relacdo L, =L ,+L , | caracterizar a matriz

da Sequéncia de Lucas.

| Verificacdo das propriedades das matrizes.

Demonstragdo dos resultados dos determinantes das
operacdes realizadas com as matrizes da Sequéncia de
Lucas.

Generalizacdo das matrizes da Sequéncia de Lucas.

Reconhecer o desenvolvimento do processo historico nas
pesquisas da Sequéncia de Lucas.

Identificacdo da aplicagdo e dos conhecimentos adquiridos
na pratica dos professores em formacéao inicial.
Compreender o processo historico e evolutivo da Sequéncia
de Lucas.

Formalizacdo e generaliza¢do da Sequéncia de Lucas e suas
propriedades.

| Identificacio da Sequéncia Polinomial de Lucas.
Reconhecer a equacdo caracteristica, as raizes, a formula de

Binet.
Demonstragdo por inducdo matematica da relacdo

L

(%) = X.L,(x) + L, 4 (x)

n+l
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= —— — — (concluséo)
Formulagdo e generalizagdo da Sequéncia Polir........ .

Lucas.

Identificacdo dos Quatérnions da Sequéncia de Lucas.

Construcdo da relacdo dos Quatérnions da Sequéncia de

Lucas.

Demonstracdo, por inducdo matematica, da relacdo dos
Quatérnions da Sequéncia de Lucas.

Formulacéo e generalizacdo do Quatérnion da Sequéncia de
Lucas.

Fonte: Elaboragdo da autora.

Contudo, vale ressaltar que, no periodo de experimentacédo, surgiram alguns obstaculos
epistemoldgicos e cognitivos. Nesse caso, alguns alunos apresentaram duvidas e dificuldades
em desenvolver algumas situacGes didaticas.

Sobre a primeira situacdo didatica, os alunos conseguiram, a partir da apresentacdo da
histéria que originou a Sequéncia de Lucas e seus primeiros termos, construir relaces e
destacar algumas propriedades. Os alunos compararam a SL com a SF, pois era o conteido que
eles tinham estudado anteriormente e isso ajudou muito no desenvolvimento da segunda
situacdo didatica. Desse modo, alcangamos nosso objetivo para a primeira aula.

A segunda situacdo didatica, em que abordamos as relagdes da Sequéncia de Lucas com
a Sequéncia de Fibonacci, os alunos, por meio do estudo dos termos das duas sequéncias,
conseguiram desenvolver muitas propriedades, que, para eles, até entdo, eram desconhecidas.
Seguindo com a possibilidade da extensdo da SL a indices inteiros, com as propriedades vistas
anteriormente, surgiram alguns nomes para a possibilidade de extensdo da SL, tivemos um bom
debate relativo aos modelos constituidos. Nesse sentido, alcancamos o objetivo da segunda
situacdo didatica.

Relativo a terceira situacdo, podemos caracterizar que os alunos, a partir dos estudos
anteriores e com as questdes norteadoras, obtiveram a equacao caracteristica e, com o estudo
de suas raizes, formularam o termo geral da SL, a formula de Binet e, por meio de alguns
calculos, perceberam a utilizacdo da mesma e conseguiram a extensdo da SL a indices inteiros.
Vale destacar que os alunos tiveram dificuldade para provar essa extenséo.

Sobre a quarta situacdo didatica, os alunos, inicialmente, tiveram dificuldades de
encontrar uma possivel caracterizacdo de matrizes para a Sequéncia de Lucas, porém, com as
questBes norteadoras e com o auxilio da relacdo de recorréncia, foi possivel encontrar

propriedades envolvendo as matrizes da SL.
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Para a quinta situacdo didatica, apresentamos uma revisao, pois alguns alunos estavam
com dificuldades em alguns problemas, foi muito proveitosa para a continuidade do estudo, foi
esclarecedora e, por meio de questdes, conseguimos discussdes bem interessantes sobre o que
ja tinhamos estudado. Dessa forma, alcangcamos nosso objetivo para a quinta situacao didatica.

Quanto a sexta situacdo didatica, podemos caracterizar que os alunos conseguiram obter
a Sequéncia Polinomial de Lucas. Para essa situacdo, tivemos que fazer algumas intervencoes
para orientar os alunos. Posteriormente as intervengdes, observamos que os alunos conseguiram
ir além do que tinha sido solicitado, apresentando propriedades para extensao da sequéncia
polinomial a indices inteiros. Com isso, nosso objetivo, para a sexta situacdo didatica, foi
alcancado.

Na sétima situacdo didatica, os alunos ja estavam mais confortaveis na resolucdo das
questdes e observamos que eles ndo tiveram dificuldades em encontrar a relacdo de recorréncia
para os quatérnions de Lucas, conhecendo 0s cinco primeiros termos e encontrando os termos
seguintes. Desse modo, alcancamos nosso objetivo para a sétima situacdo didatica.

Assim, fizemos uma analise das situac6es didaticas, como ja falamos anteriormente, que
foram organizadas e aplicadas, fundamentadas na Teoria das Situacdes Didaticas. Portanto,
com base nas discussdes anteriores, destacamos a validade da utilizacdo da Engenharia Didatica
como metodologia de pesquisa e a TSD como teoria de ensino. A vista disso, foi possivel
apresentar a identificacdo, exploracdo e a descricdo de propriedades relativas a Sequéncia de

Lucas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com os objetivos da pesquisa, apresentamos elementos de um estudo relativo aos
modelos de generalizacdo da Sequéncia Generalizada de Lucas, que promoveram a
identificacdo, a descricdo e a exploragdo de suas propriedades, com direcionamentos da
Engenharia Didatica e da Teoria das Situa¢fes Didaticas.

Tanto a Engenharia Didatica quanto a Teoria das Situacdes Didaticas, possibilitam aos
professores seja em formacao inicial ou continuada, articular pesquisa e acao didatica em sala
de aula, para planejar suas estratégias de ensino.

Inicialmente, na fase de analises prévias, realizamos um levantamento e uma
investigacdo bibliografica, em que foi possivel realizar um resgate histérico por meio de artigos
sobre a anélise e desenvolvimento do modelo de generalizacdo da Sequéncia de Lucas,

como também a formula de Binet, outras extensdes e relagdes com outros contelidos
matematicos, alcangcando, assim, o primeiro objetivo especifico da pesquisa.

Vale ressaltar que, desse grupo de modelos, podemos destacar: Férmula de Binet,
extensdo aos inteiros, funcdo geradora da Sequéncia de Lucas, relagdo com a Sequéncia de
Fibonacci, Polinémio, nimero de k-Lucas, Matrizes e quatérnions.

No segundo momento, que sdo as analises a priori e, de acordo com o segundo objetivo
especifico da pesquisa, descrevemos uma estrutura direcionada para o ensino dos modelos
observados, elaboramos as concepcdes e analises a priori de sete situacdes didaticas de alguns
dos modelos da generalizacdo da Sequéncia de Lucas.

Sobre o terceiro momento, que é a experimentacdo, 0 momento da pratica em sala de
aula, vale destacar que a aplicacdo foi realizada em sete situacBes didaticas com alunos da
disciplina de Historia da Matematica, do Instituto Federal de Educacdo Ciéncia e Tecnologia
do Estado do Ceara —IFCE.

A aplicacdo seguiu os passos da Teoria das Situagcdes Didaticas, que possibilitou a
carcaterizacdo e a formulacéo de defini¢Ges por parte dos estudantes participantes da pesquisa.
Assim, atingimos 0 nosso terceiro objetivo especifico.

Desse modo, a quarta fase da pesquisa, que é a analise a posteriori e validacdo, foi o
momento de reunir, analisar e validar os dados obtidos na aplicacéo das sete situacGes didaticas.

A vista disso, as fases da organizacao da pesquisa, possibilitou:

e Mostrar a importancia do estudo do processo de desenvolvimento dos contedidos

matematicos;
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e Ampliacao dos conhecimentos para além do que € exigido na disciplina de Histdria
da Matematica e que contribuem de forma significativa para a formacdo inicial dos
professores;

e Um estudo pormenorizado da generalizacdo da Sequéncia de Lucas.

Assim sendo, alcangamos o objetivo geral da pesquisa: desenvolver elementos de um
estudo relativo aos modelos de generalizacdo da Sequéncia de Lucas, que promovam a
identificacdo, a descricdo e a exploracdo de suas propriedades.

Dessa maneira, esperamos que o trabalho desenvolvido venha contribuir de forma
significativa para os estudos, que completem e contemplem ndo s6 a generalizacdo da

Sequéncia de Lucas, mas também assuntos que apresentem utilidade de futuras pesquisas.
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