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RESUMO

O objetivo alcancado neste trabalho foi o de elaborar uma Engenharia Didéatica para objeto ma-
temdatico denominado sequéncia de Pell, bem como seus diversos modelos de generalizagao,
através de um conjunto de situagdes diddticas segundo os pressupostos da Teoria das Situacdes
Didaticas. Discutimos o modelo epistemoldgico e evolutivo da sequéncia de Pell, associado
as suas variadas manifestacdes matemdticas e seu percurso histérico com o propodsito de re-
alizar uma transposic¢do diddtica com vias da Teoria das Situagdes Didaticas (BROUSSEAU,
2008). Desse modo, elaboramos um conjunto de situagdes didaticas para o estudo e ensino da
sequéncia de Pell e seus modelos de generalizacdo utilizando, para isso, a Engenharia Didatica
como metodologia de pesquisa, segundo os preceitos de Artigue (1996), Almouloud (2014),
Almouloud (2019). Em complementaridade com a metodologia de pesquisa, selecionamos e
a Teoria das Situacoes Didéticas, como teoria de ensino (BROUSSEAU, 2008), para apoiar a
construcdo de nossas situacdes diddticas, bem como apoiar nossas andlises. Concluimos neste
trabalho que o estudo sobre o objeto matematico conhecido como sequéncia de Pell, com trans-
posicdo didatica efetuada segundo os preceitos da TSD, € capaz de mobilizar o pensamento
intuitivo e inferencial do estudante, bem como atitude investigativa, conduzindo-o a descoberta

de teoremas e resultados.

Palavras-chave: Sequéncia de Pell. Engenharia Didatica. Teoria das Situacdes Didaticas.






ABSTRACT

The objective achieved in this work was to develop a Didactic Engineering for a mathemati-
cal object called Pell’s sequence, as well as its several generalization models, through a set
of didactic situations according to the assumptions of the Theory of Didactic Situations. We
discussed the epistemological and evolutionary model of Pell’s sequence, associated with its
varied mathematical manifestations and its historical trajectory with the purpose of carrying out
a didactic transposition through the Didactic Situations Theory (BROUSSEAU, 2008). In this
way, we elaborated a set of didactic situations for the study and teaching of Pell’s sequence
and its generalization models using, for that, Didactic Engineering as research methodology,
according to the precepts of Artigue (1996), Almouloud (2014), Almouloud (2019). In comple-
mentarity with the research methodology, we selected and the Theory of Didactic Situations, as
a teaching theory (BROUSSEAU, 2008), to support the construction of our didactic situations,
as well as support our analyzes. We concluded in this work that the study on the mathema-
tical object known as Pell’s sequence, with didactic transposition carried out according to the
TSD precepts, is able to mobilize the student’s intuitive and inferential thinking, as well as an

investigative attitude, leading him to discover theorems and results.

Keywords: Pell sequence. Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho elaboramos uma proposta de Engenharia Didética para o ensino e es-
tudo de sequéncia de Pell e seus modelos de generalizacdo, utilizando a Teoria das Situacdes
Didaticas como apoio a andlise de secdes de ensino.

Usualmente, sequéncias e recorréncias sdo pouco abordadas nos cursos de licenciatura
em matematica, seja nas disciplinas de historia da matematica ou em qualquer outra parte do
curso. Em geral, livros de histéria da matemdtica dao énfase aos fundamentos da matemadtica
grega e historia do célculo, abordando apenas de passagem a sequéncia de Fibonacci e algu-
mas de suas propriedades mais elementares (ALVES, 2018). Entendemos neste trabalho que a
compreensao do percurso histérico contribui para a compreensao da natureza da matematica,
da evolucdo de sua epistemologia, inserida dentro de um contexto social e de acordo com as
imposicoes culturais sobre os mateméticos em suas respectivas épocas.

Escolhemos como objeto matematico alvo de nossa pesquisa a sequéncia de Pell, por
suas ricas conexoes histdéricas, com manifestagdes mais longinquas datadas em 800 a.C., através
de algoritmos de aproximagcio a /2 e modelos primevos de solu¢des para a equacdo de Pell:
x? —2y?> = 1. Entretanto a sequéncia de Pell ainda se mostra objeto de pesquisas em matematica
pura e aplicada recentes, contanto com diversas manifestacdes e modelos mateméticos, bem
como conexdes com a dlgebra e teoria dos nlimeros. Assim, a sequéncia de Pell se apresenta
como um objeto matematico ainda em processo de elaboracao epistémica e historica, permitindo
a apreciagdo da constru¢do do conhecimento matematico.

Compreendemos desse modo nosso intento de elaborar uma Engenharia Didatica para
o ensino e estudo da sequéncia de Pell como o processo de estudo epistémico, axioldgico e
histérico da sequéncia de Pell, resultando em uma transposi¢ao didatica, seguido da elaboragao,
aplicacdo e observacdo de sequéncias de ensino que explorem o que chamamos de obstaculos
epistemoldgicos, com o objetivo de viabilizar a descoberta de resultados e teoremas através
da exploracdo de tais obstdculos, de acordo com as caracteristicas intrinsecas da Engenharia
Didatica.

A Didética da Matemadtica, como ciéncia particular e autdnoma, emergiu de forma
organica em diversos grupos de pesquisa espalhados pelo mundo, principalmente nos Esta-
dos Unidos e Europa, por necessidade de compreender os processos particulares de ensino-
aprendizagem para ciéncias e matemdtica. Em um espaco de tempo de aproximadamente 70
anos, a contar da década de 50, as diversas Didaticas das Ciéncias - Didatica da Matematica,
Fisica, Biologia e Quimica emergiram como ciéncias independentes e especificas das necessi-
dades de ensino de cada érea.(ADfJRIZ-BRAVO, 1999; ALVES, 2017b)

Em particular, nossa referéncia em todo trabalho serd a escola francesa de Didatica
da Matematica, cuja abordagem apresenta forte apelo construtivista e destaca o papel central

da epistemologia particular do conhecimento matematico nos processos de ensino. Sobre tal



22

proposta de abordagem (construtivista com &nfase na epistemologia da matemdtica), devemos
esclarecer alguns conceitos fundamentais.

O construtivismo de Jean Piaget, origem da abordagem construtivista, € focado na
constru¢cdo dos conhecimentos cientificos e matematicos. Os experimentos de Piaget visavam
observar o desenvolvimento das habilidades de inferéncia l6gica e percep¢do de propriedades
fisicas por parte das criangas e adolescentes. Portando, os processos de equilibracdo e desequi-
libracao descritos por Piaget sdo preferencialmente voltados para a interpretagdo da construgao
de conhecimentos das ciéncias naturais e matemética, de modo que a escolha da abordagem
construtivista como um dos fundamentos especificos € uma escolha natural, embora ndo tnica,
para constituir uma Diddtica da Matemadtica como ciéncia.

Isto posto, a abordagem construtivista que emerge na Diddtica da Matematica, no-
meada de construtivismo diddtico por Almouloud (2014, p. 24) se utiliza da mesma nogao
fundamental de desenvolvimento do construtivismo Piagetiano, com a mudanca de perspectiva
do desenvolvimento do sujeito para interagcdes com o ambiente de ensino e seus pares, diferen-
temente do construtivismo original de Piaget, que focava a observacao das interacdes no proprio
sujeito.

O objetivo nesse caso € determinar os modos de aquisicdo de conhecimento, levando
em consideracdo a organizacdo do ambiente didatico e a qualidade das interagdes entre seus
sujeitos, ainda com as noc¢des de desequilibracdo e equilibracdo propostas por Piaget, onde o
aluno € confrontado com situacdes agora oferecidas pelo ambiente de ensino e pelo professor,
de modo que seus modelos e esquemas internos ndo possuem representacao completa e satisfa-
tdria para o problema ou situacio apresentada, obrigando o mesmo a readequar seus esquemas
mentais para dar conta da nova situacdo. Note que tal como o construtivismo de Piaget, aqui
existe a necessidade da acdo do estudante com e sobre seus pares, bem como sua interagdo com
o meio adquire cardter essencial.

Esta abordagem exige entdo observacao de obsticulos aos esquemas mentais dos alu-
nos, de modo a permitir o processo de construcdo do novo conhecimento. Brousseau (2008)
resgata o conceito de obstdculo epistemologico de Bachelard (1996) para modelar o apareci-
mento de obstdculos inerentes a natureza do conhecimento matemadtico que se contraponham
aos esquemas prévios dos alunos. Almouloud (2014) esclarece ainda que existem 4 tipos princi-
pais de obsticulos que podem se manifestar: epistemoldgico, didatico, psicoldgico e ontolégico.
Desses, o de controle acessivel e universal seria o obstaculo epistemoldgico.

Portanto, por sua relagcdo com a natureza do conhecimento especifico que se deseja
ensinar, a matematica e por ser frequentemente desejavel, pois sua aparicdo e solugcdo é fonte
direta de construcdo do conhecimento, o obstdculo do tipo epistemoldgico possui destaque es-
pecial na Diddtica da Matematica.

O processo resumidamente descrito até este ponto depende da adaptacdo do conhe-
cimento cientifico academicamente instituido, no caso especifico da adaptacdo da matematica

produzida por matematicos profissionais para o ensino na escola basica. Este processo € cha-
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mado de Transposicao Diddtica e envolve um processo de transformacdo e reinterpretacao do
conhecimento, criando um conhecimento novo, no entanto, ainda fortemente embasado e atre-
lado ao conhecimento original. A Transposi¢dao Didatica € um conceito fundamental e central
aos objetivos da Didatica da Matemética.

Finalmente, a nocdo de Engenharia Didatica emergiu da escola francesa de Did4tica da
Matematica, em meados dos anos 80, como resposta a uma abordagem de particular a investiga-
cdo em didética da matematica. Trata-se de uma das varias abordagens metodoldgicas surgidas
no interior da escola francesa e sua caracteristica fundamental € a tentativa de conciliacdo en-
tre o rigor cientifico e a necessidade de trabalho empirico, por parte do pesquisador/professor
dentro do ambiente de aula, de dificil controle (ARTIGUE, 1996; BROUSSEAU, 2008).

A Engenharia Didatica possui forte apelo experimental e estd intimamente associada
a Teoria das Situagdes Diddticas, abreviadamente TSD, teoria de ensino também pertencente a
vertente francesa da Didatica da Matemadtica. O objetivo da TSD é descrever a dinamica em
sala de aula, durante uma sessao de ensino de matemética, de um ponto de vista construtivista
e tomando como elementos fundamentais as interacdes entre alunos e o meio de ensino, este
ultimo dando origem ao termo consagrado milieu.

O publico alvo para aplicacdo e observacdo das sequéncias didaticas sao os alunos da
disciplina histéria da matematica do curso de licenciatura em matemdtica do IFCE - campus
Fortaleza. Tal aplicacdo e observagdo foi registrada e aprovada pelo comité de ética local. A
aplicacdo ocorreu no hordrio corrente da disciplina, de modo que o estudo da sequéncia de
Pell ficou acomodado como parte do percurso curricular de tal disciplina.

A escolha do publico alvo foi efetuada apds a andlise da grade curricular do curso de
licenciatura em matemadtica do Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara
- IFCE, campus Fortaleza. Observamos os objetivos e caracteristicas do publico em diferentes
componentes curriculares. Tal andlise serd pormenorizada no capitulo 5. A escolha resultou
em um publico reduzido, de tratamento e observacdo mais simples, porém com objetivos da
pesquisa alinhados com os objetivos curriculares do publico alvo escolhido, garantindo o enga-
jamento dos participantes.

Levando em considerac¢do tudo o que foi exposto, nossa pergunta norteadora é: Como
realizar uma transposicdo diddtica para a sequéncia de Pell e seus modelos matriciais e poli-
nomiais, de modo a promover um processo de ensino que incentive a descoberta de resultados
e teoremas por parte dos alunos?

E nossa hipétese de pesquisa fica sedimentada na seguinte afirmacao: O estudo sobre
o objeto matemadtico conhecido como sequéncia de Pell, com transposicdo diddtica efetuada
segundo os preceitos da TSD, é capaz de mobilizar o pensamento intuitivo e inferencial do
estudante, bem como atitude investigativa, conduzindo-o a descoberta de teoremas e resultados.

Na tentativa de emparelhar nossa pergunta norteadora e hipétese de pesquisa, surgem

os seguintes objetivos, geral e especificos.
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1.1 Objetivo Geral

e Propor uma Engenharia Didatica para objeto matemético denominado sequéncia de Pell,
bem como seus diversos modelos de generalizagdo, através de um conjunto de situagdes

didaticas segundo os pressupostos da Teoria das Situa¢des Didéticas.

1.2 Objetivos Especificos

e Estudar e investigar as relagdes matemadticas, epistemoldgicas e histéricas da sequéncia

de Pell e seus modelos de generalizacio;

e Construir sequéncias didaticas que abordem as caracteristicas da sequéncia de Pell e seus

modelos de generalizacdo, explorando os obstdculos epistemoldgicos encontrados;

e Analisar as estratégias e manifestacdes dos alunos durante a aplicacdo das sequéncias

didaticas construidas, segundo o paradigma da Engenharia Didatica.

Portanto, este trabalho se apoia nas diretrizes da metodologia de pesquisa Engenharia
Didatica. Este trabalho se divide em 6 capitulos.

O capitulo 1 corresponde a esta Introducao.

O capitulo 2 trata dos aspectos relacionados as teorias de ensino e diddtica da mate-
madtica, mais especificamente descreve a metodologia de pesquisa, a Engenharia Didética e a
teoria de ensino escolhida para anélise dos comportamentos dos alunos, a Teoria das Situagdes
Didaticas, bem como de aspectos pertencentes a vertente francéfona da Didatica da matematica
como Obstéaculos Epsitemoldgicos, Contrato Didético e Transposicdo Didética, necessdrio para
a correta compreensdo da Engenharia Didética e Teoria das Situacdes Didaticas.

No capitulo 3 realizamos a andlise epistémica e histérica dos objetos matematicos que
serdo alvo da tranposicdo didética da sequéncia de Pell, acompanhados dos seguintes modelos
de generalizagcdes: generalizagdo para indices inteiros, representacdes matriciais e representa-
¢oes polinomiais. Procuramos expor em um primeiro momento a fundamentacdo matematica
da sequéncia de Pell, de modo a exibir de modo formal as interrela¢cdes matemaéticas, do ponto
de vista da academia, entre as diversas representacdoes e manifestacdes deste objeto matema-
tica. Isso € necessdrio para dar inicio ao processo de transposi¢do didatica. Em seguida, a
caracterizacdo histdrica coloca em contexto a exposicdo matematica, permitindo a exploragao
de possiveis obstaculos epistemoldgicos.

No capitulo 4 encontramos a descri¢cao para construcao das sessoes de ensino e das
situagdes didéaticas, constituindo a fase de Andlise a Priori da metodologia de pesquisa utilizada
neste trabalho, a Engenharia Didatica. As sessdes de ensino foram construidas levando em
consideracdo a exposicdo epistémica e histérica do capitulo 3, bem como a TSD, teoria de

ensino utilizada como base para executar e analisar as sessoes de ensino.
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No capitulo 5 organizamos e descrevemos os dados recolhidos durante as sessdes de
ensino, realizando a Andlise a Posteriori e Validacao, tltimas etapas da Engenharia Didatica,
comparando com as previsoes feitas durante a etapa de Andlise a Priori. A partir da comparagdo
entre o que foi previsto e o que obtemos, podemos inferir se o controle das varidveis escolhidas
foi bem sucedido. No caso do presente trabalho, confirmamos a hipétese de pesquisa, atingindo
0s objetivos propostos.

Por fim, finalizamos com as consideracdes finais no capitulo 6.

A seguir, iniciamos a descri¢do da metodologia de pesquisa e de todos os elementos
pertencentes a Diddtica da Matemética utilizados para embasar, organizar, realizar e validar a

pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E METODOLOGICA

2.1 Didatica da Matematica: fundamentacao geral

Sobre Didatica da Matematica, D’ Amore (2007a, p. 184) define como "a arte de con-
ceber e conduzir condi¢cdes que podem determinar a aprendizagem de um conhecimento mate-
matico por parte de um sujeito”. Almouloud (2019) € mais especifico ao delimitar Didética da

Matematica como:

[...] a ciéncia da educagdo cujo propdsito é o estudo de fendmenos de ensino
e de aprendizagem, mais especificamente, € o estudo de situagdes que visam a
aquisicao de conhecimentos/saberes matematicos pelos alunos ou adultos em
formacao, tanto do ponto de vista das caracteristicas dessas situacdes, bem
como do tipo de aprendizagem que elas possibilitam. (ALMOULOUD, 2019,
p. 148)

Mas nem sempre foi clara a necessidade de uma Didética ou campo tedrico especifico
para tratar dos problemas especificos do ensino e aprendizagem em matematica. Aduriz-Bravo
(1999) narra brevemente sobre o desenvolvimento histérico da Pesquisa em Didética da Ma-
tematica e Didatica das Ciéncias, descrevendo que até meados a década de 50, as pesquisas
sobre ensino-aprendizagem em ciéncias € matematica eram escassas e desconexas, realizadas
por estudiosos de variados dominios, nao havendo corpo teérico autdnomo.

Ainda segundo Aduriz-Bravo (1999), com a corrida tecnolégica armamentista iniciada
nesse periodo entre as poténcias, ocorreu um maior interesse e fomento a alfabetizagdo cienti-
fica, reunindo assim pesquisadores interessados em um grupo coeso, mas ainda com um corpo
tedrico baseado principalmente por conhecimentos periféricos como a pedagogia e psicologia.

Apesar de uma maior producdo de pesquisa, havia énfase na pesquisa quantitativa com
o objetivo na intervengao direta e rapida em sala de aula, ja que existia um senso de urgéncia
na formacao de cidaddos capazes de lidar e produzir tecnologia. Ou seja, ndo existiam maiores
preocupacdes com a natureza epistemoldgica dos processos envolvidos. (ADURIZ-BRAVO,
1999)

Nesse ponto, ocorreram em diversas partes do mundo diferentes abordagens e linhas de
desenvolvimento para a Didética da Matematica. Nosso estudo utiliza a Didatica da Matematica
desenvolvida pela escola francesa, de forte apelo construtivista e €nfase na epistemologia da

matematica.

2.1.1 Didatica da Matematica Francesa: Epistemologia do conhecimento matematico

A partir deste ponto, sempre que falarmos sobre Didatica da Matematica, estaremos
nos referindo a Didética da Matemdtica pertencente a abordagem da escola francesa, pois serdo

os pressupostos adotados por esta escola que adotaremos no presente trabalho.
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Entre a década de 60 e 70, seguindo a tendéncia da abordagem cognitivista de Piaget,
na Franca ocorre um adensamento do trabalhos de pesquisa para delinear e compreender melhor
aspectos epistémicos e cognitivos relacionados ao ensino de matemdtica. Como consequéncias
a essas novas preocupagdes, ocorreram a criagdo dos IREM (Instituto de Pesquisa sobre Ensino
da Matematica) e o inicio do movimento da Matemética Moderna. (ALMOULOUD, 2019, p.
148)

Ainda segundo (ALMOULOUD, 2019) a abordagem construtivista inaugurada por Pi-
aget aborda um dominio especifico de conhecimento: a constru¢do do conhecimento 16gico-
matematico e cientifico. Segundo as caracteristicas de seu trabalho e levando em consideragdo
as necessidades proprias das teorias de ensino mencionadas anteriormente, trés caracteristicas

se destacam como marca indelével do conhecimento matematico e cientifico

1. A construgdo desses conhecimentos necessita de tempo e historicamente ocorreu em um

intervalo longo de tempo, alternando entre fases de progresso e devolucao;

2. Saberes altamente ramificados e interconectados. Nao € possivel isolar cadeias de con-
ceitos ou relagdes, com o agravante que as mesmas estdo em constante evolugado e reele-

boragao;

3. Tais saberes foram e sdo essenciais para nosso desenvolvimento ciéntifico, técnico e tec-

nolégico, sendo essenciais para compreencao do mundo.

O grande sucesso da Epistemologia Genética de Jean Piget ao explicar o processo de
constru¢do do conhecimento e inteligéncia, com &nfase especial ao conhecimento matemaético
volta a atencdo dos pesquisadores para a génese do conhecimento matematico como compo-
nente necessdrio para o entendimento dos processos de ensino e for¢ca um olhar mais atento
sobre esta epistemologia particular, a colocando em posi¢do de destaque nas teorias de ensino

surgidas dali em diante na Didatica da Matemadtica.

A abordagem construtivista, para a aquisi¢do de conhecimentos, foi desen-
volvida com o objetivo de estudar os processos de ensino e da aprendizagem
de conceitos e no¢des matemdticas. Essa abordagem foi pensada a partir do
modelo piagetiano de desenvolvimento da inteligéncia em relag@o a represen-
tacdo do mundo, explorando a ideia de que esse desenvolvimento se faz por
adaptag@o a situagdes novas para o sujeito, ou seja, situacdes para as quais
os conhecimentos e as competéncias disponiveis ndo se mostram suficientes.
(ALMOULOUD, 2019, p. 146)

Sobre isso, Almouloud (2019) apresenta duas rupturas importantes para um novo deli-
neamento do campo de estudos para a Didatica Matematica francesa.

A primeira ruptura colocou a matemdtica como a esséncia dos fendmenos didaticos.
Esse ruptura veio do reconhecimento de qué a epistemologia prépria do conhecimento matema-

tico possuia influéncia decisiva nos processos de ensino de matemaética.
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A segunda ruptura é motivada pela natureza da ciéncia diddtica que surgia e ¢é rela-
cionada pelo problema de como tratar e integrar observacdes e experimentacdes organizadas,
"ruptura que levou os pesquisadores a explicitar modelos tedricos e a submeter esses modelos
a lei de uma verdadeira epistemologia experimental”. (ALMOULOUD, 2019, p. 149). Brous-
seau (2008) foi um dos principais expoentes para essas mudangas, consumada com a elaboragao
da teoria de ensino denominada Teoria das Situa¢des Didaticas.

Com o reconhecimento das necessidades e peculiaridades préprias da matematica e
seu processo de ensino, passa-se a considerar a Didatica da Matematica como campo de pes-
quisa autbnomo, possuindo dimensdes de andlise tanto epistemoldgica quanto histérica, afim
de englobar aspectos da natureza do saber matematico e suas relagcdes com a construcio do co-
nhecimento entre os sujeitos e 0 meio em que se dd essa construgio. (ADURIZ-BRAVO, 1999;
ALMOULOUD, 2014; ALMOULOUD, 2019)

Almouloud (2019, p. 149) ainda chama a atencao para o fato da abordagem de Brous-
seau (2008), nos anos 70, cria uma mudanca de paradigma, de natureza epistemoldgica, sobre
o conhecimento matematico e sua possibilidade de compreensao apenas através das atividades
que o mesmo (conhecimento matemaético) realiza, ou seja, através do tipo de problema que este
conhecimento se presta a responder. “A matemadtica €, antes de tudo, uma atividade que se
realiza em situacdo e contra um meio.“ (ALMOULOUD, 2019, p. 149)

Todo esse movimento de teorizagdo em torno da Diddtica Matematica cria diversas ou-
tras abordagens e modelizagdes das atividades de ensino (ALMOULQUD, 2019), as principais

delas listadas abaixo:

e A Teoria das Situagdes Didaticas (Guy Brousseau)
e A Teoria Antropolégica do Didéatico (Yves Chevallard)
e A Dialética Ferramenta-Objeto e jogos de quadros (Régine Douady)
e A nogdo de Contrato Didatico (Guy Brousseau)
e A nocdo de registro de representacao semidtica (Raymond Duval)
e A Teoria dos Campos Conceituais (Gérard Vergnaud)
e Génese instrumental e Génese documental
e Paradigmas e Espaco de Trabalho Geométrico
Bem como da origem a diversas metodologias de pesquisa (ALMOULOUD, 2019, p. 145)
e A metodologia de Engenharia Didatica (Michele Artigue)
e A Engenharia de segunda geracdo (Marie-Jeanne Perrin-glorian)

e Engenharia do Percurso de Estudo e de Pesquisa — PEP (Yves Chevallard)
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e Engenharia de formacgao (Marc Bailleul)

A explicagdo para essa grande variedade de teorias se d4 por conta de diferentes prefe-
réncias acerca de teorias sociais sobre teorias cognitivas. (ALMOULOUD, 2019, p. 148) Todas
essas teorias de ensino e metodologias de pesquisa possuem em comum a &nfase pela andlise
da epistemologia do conhecimento mateméatico como necessdria para o processo de ensino e
processo de experimentacao integrado com as caracteristicas cognitivas e didaticas dos alunos.
No entanto, esses elementos atendem a articulagdes particulares a cada teoria e metodologia
especifica.

A seguir, discutiremos alguns conceitos fundamentais a Diddtica da Matematica fran-

cofona.

2.1.2 Transposicao Didatica e Contrato Didatico

Dois conceitos fundamentais que permeiam a Didética da Matematica sdo o de Trans-
posicao Didética e Contrato Didatico.

Em primeiro lugar, quando falamos em Epistemologia da Matemadtica, estamos falando
do saber matematico instituido pelo trabalho de matemaéticos profissionais ao longo da histéria,
dentro dos métodos de validagdo candnicos aceitos pela comunidade de matematicos.

Esse saber ndo possui a mesma apresentacao e meios de validac@o necessarios ao saber
escolar. Alids, esse conhecimento nao foi elaborado com esse objetivo. Ou seja o professor € o
sistema de ensino precisam empreender um esfor¢o de escolha e depuracdo desses conhecimen-
tos de acordo com os objetivos de ensino e em conformidade com as caracteristicas daquele a

quem vai se ensinar. Moreira (2004) nos ajuda a esclarecer essa diferenca

Para a matematica cientifica, as defini¢des formais e as demonstragdes rigo-
rosas sio elementos importantes tanto durante o processo de conformacgdo da
teoria — nos momentos em que a comunidade avalia e eventualmente acata um
resultado novo, garantindo-se, entdo, a sua incorpora¢do ao conjunto daqueles
ja aceitos como validos — quanto no processo de apresentagdo sistematizada
da teoria j4 elaborada.(MOREIRA, 2004, p. 24)

No caso da matemadtica escolar, dois elementos fundamentais estdo permanen-
temente em cena |[...] O primeiro elemento se refere ao fato de que a “vali-
dade” dos resultados matemadticos a serem discutidos no processo de escolari-
zacao bdsica nao estd posta em duvida, ao contrario, j4 estd garantida, a priori,
pela prépria matemética académica. [...] o segundo elemento [...] refere-se
a aprendizagem e, portanto, ao desenvolvimento de uma prética pedagdgica
visando a compreensdo do fato, a construcio de justificativas que permitam
ao aluno utilizd-lo de maneira coerente e conveniente na sua vida escolar e
extra-escolar.(MOREIRA, 2004, p. 24)

No entanto, os diversos sistemas de ensino esperam justamente a transmissao de um
conhecimento que detenha a certeza do saber cientifico em um ambiente que formata as carac-
teristicas do saber escolar. A necessidade da transicdo entre esses ambientes e sujeitos € que da

origem ao conceito de Transposicao Didética.
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O conceito de Transposicao Diddtica encerra em si o processo de traducao e adaptacdo
do conhecimento cientifico para o saber ensindvel em um determinado contexto a um publico
bem definido. D’ Amore (2007b, p. 225) coloca que "o conceito de transposicao diddtica nasce
da relatividade do saber no interior do qual se apresenta”, deixando claro que as caracteristicas
manifestadas e apresentadas pelo conhecimento dependem do contexto ao qual 0 mesmo se
apresenta. D’ Amore (2007b) explica que o conceito foi originalmente Yves Chevallard, entre o
final de 1979 e inicio de 1980. Chevallard (1982) coloca:

"Para que o ensino de tal elemento seja possivel, esse elemento deve ter so-
frido certas deformagdes, que o tornard apto para o ensino. O conhecimento
ensinado [...] é necessariamente diferente do conhecimento inicialmente de-
signado para ser ensinado.(CHEVALLARD, 1982, p. 3, traducdo nossa)’

Ocorre no processo de tranposicdo diddtica uma transformagdo de conhecimentos. O
conhecimento a ser ensinado ndo é o mesmo conhecimento académico, mas existe uma cone-
xao epistémica entre eles de modo que o conhecimento escolar € validado pelo conhecimento
cientifico, sem no entanto se reduzir ao mesmo. Nao se trata de simplesmente simplificar, mas
de construir novos artefatos que possuam em sua esséncia uma epistemologia comum ao co-
nhecimento cientifico.

Mas ainda ha outro nivel a se considerar. Existe uma diferenca entre o conhecimento a
ser ensinado e aquele que foi efetivamente ensinado. Assim o processo de transposi¢ao didética
encerra em si dois processos de reelaboracdo: Entre o saber cientifico e o saber a ser ensinado
e entre o saber a ser ensinado e o saber ensinado (Figura 1).

Yves Chevallard chama a 1?* transformagdo de tranposi¢do interna (PERRENOUD,
1998, p. 488) e corresponde a conversdo dos conhecimentos académicos e cientificos nos cur-
riculos dos sistemas de ensino em operacdo. Ja a 2? transformacgdo é o ato executado pelo
professor de tomar esses curriculos e efetuar seu ensino de fato, nomeada de transposicao ex-
terna, realizando uma série de escolhas relativas a abordagem metodolégica, meios linguisticos
utilizados, materiais oferecidos, com base no perfil socio-cognitivos dos alunos e dos recursos

disponiveis. Alves (2017b) esclarece sobre essas duas etapas no seguinte trecho:

No nivel um, divisamos um conjunto de saberes cientificos e praticas atuais
elaboradas e assumidas oficialmente numa sociedade. No nivel dois, |...] ob-
servamos o curriculo formal, seus objetivos e programas presentes nas institui-
¢oes de ensino e formagdo. No nivel subsequente |...], constamos um curriculo
efetivo, seus contetdos efetivamente mobilizados e veiculados por meio do en-
sino e, por fim, no dltimo nivel, os elementos que consubstanciam aprendiza-
gens efetivas e, desejavelmente durdveis, solidas e pretensamente permanentes
dos estudantes.(ALVES, 2017b, p. 300)

Outra no¢ao importante, que aparece em geral durante a passagem da transposi¢ao ex-

terna € a de Contrato Diddtico. A noc¢do de Contrato Didético evoca uma espécie de acordo

' Pour que I’enseignement de tel élément de savoir soit seulement possible, cet élément devra avoir subi certaines

déformations, qui le rendront apte a étre enseigné. Le savoir-tel-qu’il-est-enseigné [...] est nécessairement autre
que le savoir-initialement-désigné-comme-devant-&tre-enseigné, le savoir a enseigner.
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Figura 1 — Modelo de Transposi¢ao Didatica

SABER SABER A SER ENSINADO SABER ENSINADO
MATEMATICO CURRICULO AOS ALUNOS

TRANSPOSIGAO

TRANSPOSICAO EXTERNA

INTERNA
Fonte: Reconstrucao a partir de D’ Amore (2007b, p. 223)

pedagdgico entre alunos e professor durante a interacdo no ambiente de ensino. No entanto,
Brousseau (2008) deixa claro que, para que as situagdes de ensino acontecam a contento, tal
contrato nio deve ser explitico. E mais similar a um acordo ficticio, constituido pelas expecta-
tivas ndo declaradas do aluno a respeito do papel e obrigacdes do professor e das expectativas
nao declaradas do professor em relacdo a postura de seus alunos diante das atividades postas.
Mais precisamente, é o que cada parte imagina que a parte oposta espera de si que induz o
movimento em torno da atividade de ensino, pelas expectativas de atender o que se imagina que

O outro espera.

[...] o professor, por exemplo, néo pode dizer explicitamente, e de anteméo,
0 que o aluno terd que fazer diante de um problema, sem tirar-lhe a possibi-
lidade de manisfestar ou adquirir o conhecimento correspondente. O profes-
sor ndo pode se comprometer a "fazer o aluno entender'"um conhecimento e,
muito menos, fazer com que este se produza: ninguém sabe com "se faz"uma
matemadtica nova e, menos ainda, como se pode "fazer com que seja feita"de
maneira acertada. De forma que a relacdo didatica ndo pode formar um con-
trato.(BROUSSEAU, 2008, p. 73)

Contudo, a ilus@o de que existe um contrato € indispensdvel para que a relagao
acontega e seja, eventualmente, bem sucedida. Cada um - o professor e o aluno
- imagina o que o outro espera dele e o que cada um pensa do que o outro
pensa. .. e essa ideia cria as possibilidades de intervangdo [...[(BROUSSEAU,
2008, p. 74)

Sobre o Contrato Didatico, Almouloud (2014, p. 90) nos da 4 aspectos importantes

que o caracterizam:

1. O objetivo do Contrato Didético € essencialmente a aquisi¢cdo de saberes por parte do

aluno.

2. O correto funcionamento do Contrato Didatico depende de inimeras varidveis e elemen-
tos do processo de ensino, como os objetivos de formacao para os alunos, a epistemologia
do professor e suas respectivas escolhas didaticas, o tipo de avaliagdo que se pretende exe-

cutar, dentre outras.

3. O Contrato Didatico pode evoluir ao longo do processo de ensino, ji que ndo depende

exclusivamento das convengdes sociais que regem também a interagdo entre professor e
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aluno. Mesmo que essas convengdes permanec¢am fixas, o Contrato Didatico € implicita-

mente atualizado durante o processo de ensino, em torno das necessidades do saber em

jogo.

4. O Contrato Didético pode ser fonte das dificuldades de aprendizagem, quando incorreta-
mente administrado pelo professor ou aluno. Quando isso acontece, o Contrato Didatico,

que antes estava implicito, vem a tona e € renegociado.

Apesar de se constituir como relagdo que depende principalmente das necessidades de
interacao entre professor e aluno, o professor € a parte que possui como obriga¢cdo a adminis-
tracdao do Contrato Didatico.

O Contrato Didético evolui em conjunto com as necessidades do saber que se ensina.
No entanto, a renegociacao continua do mesmo pode gerar desvios indesejados e € respon-
sabilidade do professor administrar atentamente, evitando mudancas desnecessarias no pacto

implicito com seus alunos.

A negociagdo continua do contrato diddtico tem por consequéncia |[...] a desca-
racterizacdo dos contetidos matemadticos e dos objetivos de aprendizagem, pois
o professor, querendo que seus alunos acertem, tende a facilitar a tarefa de di-
ferentes maneiras: vdrias explica¢des, proposta de problemas decompostos em
subquestdes, ensino de algoritmos, etc.(ALMOULOUD, 2014, p. 93)

Algumas rupturas do Contrato Didatico sdo desejdveis para que aconteca 0 processo
de ensino. Por exemplo, uma ruptura de Contrato Didatico comum acontece no ensino funda-
mental, no sistema brasileiro em geral no 7° ano do ensino fundamental, quando os alunos sio
introduzidos a ideia da dlgebra e comecam a lidar com varidveis abstratas, como x e y. Antes
disso, todos os problemas envolviam a formulacdo numérica direta, até que de repente pede-se
ao aluno que descubra valores desconhecidos lidando com letras e aplicando a estas as mesmas
propriedades e operagdes utilizadas em nimeros (ALMOULOUD, 2014, p. 92).

Ocorre ai uma quebra de Contrato Didético, ocasionada pela necessidade de reelabo-
racdo dos saberes, pois estava implicito ao aluno que problemas de matemadtica tratavam de

ndmeros, nao de letras.

2.2 Teoria das Situacoes Didaticas

Nossas aulas-experimentos serdo projetadas segundo as recomendagdes de Brousseau
(2008) e sua teoria para o ensino de matemética. O mesmo pesquisador define situacdo didética
como "um modelo de interacdo do sujeito com um meio determinado"(BROUSSEAU, 2008,
p. 21) . E uma situagdo diddtica consiste em um conjunto de situagdes reprodutiveis, com
objetivo pedagdgico, que permitem a organizacdo do espaco de sala de aula, proporcionando
momentos de interagdo entre: o professor, o aluno e o saber, em um meio organizado, que

nomeamos de milieu.
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As relacdes estabelecidas entre professor-aluno-saber podem ser representadas naquilo

que Brousseau (2008) denomina por tridngulo didatico, apresentado na figura 2.

Figura 2 — Relacdes professor-aluno-saber descritas pela

TSD
Saber
Epistemologia do A relagdo do aluno
professor com o saber
Professor Aluno
Relagdo pedagdgica

Fonte: Brousseau (2008), adaptado.

Neste tridngulo, o milieu pode ser representado pela drea do tridngulo, que media as
relacdes entre professor, aluno e saber. Na verdade, o milieu é essencial a prética de ensino,
pois € a sua correta constru¢do que ird permitir o processo de aprendizagem.

Sobre isso, a teoria das situacdes advoga que o professor tem que provocar no aluno
comportamentos, que o proprio aluno, a fim de manifestar seu conhecimento, teria que adotar
autonomamente. Para resolver tal paradoxo, a solu¢do defendida por Brousseau (2008) consiste
em envolver um terceiro elemento, o milieu, e fazer com que a resposta do aluno se refira
exclusivamente as necessidades do milieu, que o professor conhece bem, ou que predispods para
esse fim. A arte do professor estd entdo na organizacdo de uma relacdo entre aluno e milieu
(D’AMORE, 2007a).

Antes de enumerar os tipos de situacdes didaticas presentes na TSD, precisamos de-
finir o que seria situagdo adidatica. Brousseau (2008) define como de uma situacdo em que a
aprendizagem ocorre através do esfor¢o independente do aluno, em certos momentos de apren-
dizagem. E quando o aluno, por seus préprios meios e interesses, trabalha no problema sem
necessitar de nenhuma motivacdo externa. Essa situacdo é essencial a TSD e a propria enge-
nharia didatica, pois € nessa situacdo em que o aluno pode construir e realizar descobertas por
seus proprios meios.

Como ja mencionado por D’ Amore (2007a), o ponto fundamental para permitir o fun-
cionamento da situacdo adidética € a cuidadosa preparacdo do milieu, de modo a conduzir o
aluno as descobertas desejadas, no entanto, de forma natural. Assim, se faz adequado também
discutir sobre os conceitos contrato didético e devolucao.

Sobre contrato didatico, devemos entender como o conjunto explicito ou implicito de

obrigacOes e expectativas existentes entre alunos e professsor, acerca do andamento dos traba-
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lhos escolares e da conducdo do processo de ensino. O milieu sofre significativas influéncias do
contrato didético, como também pode modifica-lo.

A devolucdo € o processo de transferéncia e engajamento do aluno no processo de
aprendizagem, fazendo o mesmo responsavel pelo processo de solu¢do da situacao-problema e
descoberta dos conhecimentos envolvidos. A devolugdo estd vinculada ao contrato didatico e
depende diretamento da qualidade do milieu. A devolugdo € essencial para que todas as situa-
coes didaticas sigam com sucesso. Se a devolugdo falhar, as outras fase ficaram comprometidas.
Pode ocorrer também que o aluno ndo apresentar uma devolucdo ao professor, devido ao pro-
blema proposto nao ter despertado o interesse do aluno, por ser facil ou de dificuldade acima
das capacidades do mesmo e deve ser sempre repetida caso o professor perceba uma queda no
engajamento dos alunos.

Os tipos de situagdes didaticas na TSD, segundo Brousseau (2008) sdo:

1. Situacao de Acao: Nesta fase, o aluno se debruga sobre o problema em questido. O pro-
blema proposto deve ser suficientemente desafiador para que o aluno ndo use esquemas
prontos em sua resolu¢do, mas ndo complexo demais de forma que o aluno nao possa
abordé-lo. Se espera do aluno uma abordagem experimental, sem formalismos ou lin-
guagem matemadtica institucionalizada. As primeiras solu¢des aparecem, geralmente, por

tentativa e erro.

2. Situacdo de Formulacao: A interacdo com o meio permite ao aluno a elaboracio de
algumas conjecturas e a identificagdo de padrdes simples, mas sem a obrigatoriedade de
linguagem formal. A troca de informagdes entre os alunos € muito importante. Pela falta
de linguagem adequada para descrever o problema, pode ocorre ambiguidade, redundan-
cia, uso de metéforas, criacdo de termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de
eficdcia na mensagem, dentro de retroagdes continuas, sem que isso deva ser encarado

como negativo.

3. Situacio de Validacido: Este ¢ o momento em que os alunos envolvidos trocam experi-
éncias e tentam convencer uns aos outros com respeito as solu¢des encontradas. Aqui,
os alunos irdo precisar fazer uso de uma linguagem mais formal e metddica, préxima a
linguagem matematica. Serd necessdrio também utilizar ferramentas e mecanismos de
demonstracdo. Brousseau (2008) esclarece que nessa fase "o emissor ja nao € um infor-
mante, mas um proponente, € o receptor, um oponente."Assim os alunos devem debater,
argumentar e elaborar demonstragdes e/ou justificativas 16gico-matemadticas, ou exibir
contra-exemplos que questionem as conclusdes de seus pares, com o fim assentar as es-

tratégias e conhecimentos encontrados durante as atividades.

4. Situacao de Institucionalizacdo: Aqui o professor assume o papel que tradicionalmente
lhe é conferido. O professor toma novamente para si a responsabilidade pela construcio

do conhecimento e realiza a formalizacdo e organizacdo das idéias. Brousseau (2008,
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p 31) no explica que "[...] no decorrer das experiéncias desenvolvidas |[...], vimos que
os professores, depois de certo tempo, precisavam ordenar um espaco. [...Jtinha que
dar conta da produgdo dos alunos, descrever os fatos observados e tudo que estivesse
vinculado ao conhecimento em questdo."O professor precisa oficializar os conhecimentos

discutidos pela turma, contrapondo as conclusdes de seus alunos.

Note que as situacdes (1) a (3) sdo todas adidéticas, ou seja, a responsabilidade de
construcdo de solucgdes e conhecimento é do aluno. Somente na 4? situagdo, o professor re-
toma para si a acao de organizar o conhecimento, revelando a intencionalidade de ensinar certo
conteudo.

Devemos chamar a atengdo para do fato de qué, apesar da devolugdo ndo se consitituir
em um tipo de situag¢do, mas sim de um processo de engajamento que permeia todo o trabalho,
ela representa 0 movimento complementar a situacdo de institucionalizacdo. O processo de
devolucdo propoem atividade dos alunos, com caratér investigativo de modo que os alunos for-
necam estruturas matematicas progressivamente mais elaboradas e melhor fundamentadas aos
colegas e ao professor. J4 a Situacdo de Institucionalizac@o aponta para 0 movimento contrario,
onde o professor apresenta uma versao formalizada para o conhecimento construido pelos alu-
nos, confrontando com os argumentos e estruturas construidas pelos alunos. Segundo explica

Margolinas (2012), temos a partir dai dois tipos de manifestacdo, ditas saber € conhecimento

O conhecimento € o que alcanga o equilibrio entre o sujeito e o meio ambiente,
0 que o sujeito coloca em jogo quando investe em uma situacdo. E um con-
ceito muito amplo, que inclui conhecimento corporal, conhecimento de acdo,
conhecimento de interagcdo, conhecimento memorizado etc. O saber € de outra
natureza, ¢ uma construgéo social e cultural, que vive em uma instituicio e é
por natureza um texto (o que ndo significa que esteja sempre escrito material-
mente). O saber € despersonalizado, descontextualizado, desemporalizado. E
formulado, formalizado, validado e memorizado. Pode ser linearizado, o que
corresponde 4 sua natureza textual. (MARGOLINAS, 2012, p. 7)°

Desse modo a Situacdo de Institucionaliza¢do delimita localmente o encerramento do
processo de devolucdo, realizando a contraposicao do conhecimento que foi produzido pelos
alunos e do saber que o professor intenciona ensinar, favorecendo a constru¢do interna dos
alunos.

Uma vez escolhida a Teoria das Situaces Didaticas como teoria de ensino referéncia
para o presente trabalho, necessitamos agora de uma metodologia de pesquisa adequada. Uma

escolha natural € a Engenharia Didatica, metodologia de pesquisa especifica para o ensino de

2 Une connaissance est ce qui réalise 1’équilibre entre le sujet et le milieu, ce que le sujet met en jeu quand il

investit une situation. Il s’agit d’un concept tres large, qui inclut a la fois des connaissances du corps, des
connaissances dans 1’action, des connaissances de 1’interaction, des connaissances mémorisées, etc. Un savoir
est d’une autre nature, il s’agit d’une construction sociale et culturelle, qui vit dans une institution et qui est par
nature un texte (ce qui ne veut pas dire qu’il soit toujours matériellement écrit). Le savoir est dépersonnalisé,
décontextualisé, détemporalisé. Il est formulé, formalisé, validé et mémorisé. Il peut étre linéarisé, ce qui
correspond a sa nature textuelle
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Figura 3 — Relacao entre Devolugdo e a Situagdo de Institu-

cionalizacao.
Institution

Savoir
Processus Processus
de d’institution-
devolution nalisation

Connaissance
Situation

Fonte: Margolinas (2012, p. 8)

matematica surgida no mesmo seio da TSD e portanto compartilhando preocupacgdes similares

bem como o construtivismo didatico caracteristico da didatica da matematica francesa.

2.3 Engenharia Didatica Classica

No inicio da década de 80, segundo descreve Artigue (1996, p. 193), haviam dois

problemas cruciais no desenvolvimento da didatica matematica francesa:

e O problema das relagcdes entre investigacdo, em didatica da matematica, e as agdes possi-

veis dentro de um sistema de ensino;

e A necessidade de esclarecer o papel que as "realizagdes diddticas"desempenham na sala

de aula, no contexto da pesquisa em diddtica da matematica.

Segundo Artigue (1996) a nocdo de Engenharia Didatica surgiu como necessidade de
delimitar um modo de trabalho particular na pesquisa em didatica da matematica na década de
80. Tal modo de trabalho tentava resolver os dois problemas cruciais acima, considerando a
possibilidade de uma acdo racional e previsivel sobre o ensino e sobre os objetos ensindveis,
admitindo no entando a existéncia de alguns aspectos de dificil controle ou depuracio cientifica,
dentro do escopo desse tipo de pesquisa, obrigando o pesquisador a procurar solugdes locais
frequentemente dependentes do contexto ou experiéncia, abordagem préxima a um estudo de
caso. Este modo de trabalho foi comparado ao trabalho de um Engenheiro.

[...] aquela que era compardvel ao trabalho do engenheiro que, para realizar
um projeto preciso, se apoia nos conhecimentos cientificos do seu dominio,
aceita submeter-se a um controle de tipo cientifico mas, ao mesmo tempo, se
encontra obrigado a trabalhar sobre objetos muito mais complexos do que os

objetos depurados da ciéncia, e portanto a estudar de uma forma pratica, com
todos os meios ao seu alcance [...] (ARTIGUE, 1996, p. 193)

Voltando aos dois problemas cruciais, Artigue (1996) cita Chevallard (1982) para ex-

plicar mais precisamente como esses dois problemas se colocam no contexto da pesquisa em
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diddtica matemética. No primeiro caso temos posto o problema sobre de que modo a atividade
de pesquisa em diddtica matemadtica afeta o sistema de ensino de um ponto de vista global. Se-
gundo os autores € essencial compreender os efeitos dos diferentes tipos de interferéncia sobre
sistema de ensino, afim de manter um melhor controle sobre as varidveis estudadas. Artigue
(1996) cita a opinido de Chevallard para embasar essa necessidade: "Colocar o problema da
Engenharia Diddtica é colocar, relacionando-o com o desenvolvimento atual e futuro da di-
ddtica da matemdtica, o problema da acdo e dos meios da acdo sobre o sistema de ensino."”
(CHEVALLARD, 1982 apud ARTIGUE, 1996, p. 194)

No texto de Artigue (1996), Chevallard (1982) manifesta preocupagdo sobre a banali-
zacdo dos métodos de observagdo e pesquisa dentro do sistema de ensino e no interior das salas
de aula, alertando para a existéncia de uma ideologia da inova¢do, onde o que conta para a pes-
quisa € o discurso da novidade como meio de justificar quaisquer abordagens que o pesquisador
ou professor julgar adequadas. Esse tipo de visdo afeta o desenvolvimento da didatica da ma-
temdtica como disciplina cientifica, pois segundo Chevallard (1982) permite que professores e
pesquisadores realizem ensaios e abordagens didaticas apoiados apenas em suas opinides sobre
qual a inovacdo causa maior impacto ou € mais instigante, posicdo completamente subjetiva e
dependente das vontades e disposi¢des particulares. Se perde desse modo a oportunidade de
constru¢do de fundamentos baseados em uma metodologia de pesquisa coerente com O pro-
blema do ensino de matematica.

Assim, € necessdria uma andlise do sistema de ensino e as formas de realizar agdes pro-
dutivas no seu interior, permitindo assim uma acao racional sobre o sistema e construindo uma
histdria cientifica consistente capaz de mapear os avangos e recuos dos pressupostos tedricos do
que se pretende pesquisar.(CHEVALLARD, 1982 apud ARTIGUE, 1996, p. 194)

O segundo problema crucial gira em torno da necessidade de observacao dos eventos
de sala de aula; afinal é nesse ambiente que o ensino ocorre de fato. Novamente Artigue (1996)
cita Chevallard (1982) para justificar a necessidade de dedicarmos atencao especial para aquilo
que os autores denominam como realizagcées diddticas. Coutinho e Almouloud (2008), acerca
da definicdo de realizagoes diddticas dentro da Engenharia Didética, esclarece que uma realiza-
¢ao didatica deve ser entendida como o conjunto de a¢des para a realizagdo de uma determinada
sessdo de ensino, ou seja a concepgdo, realizagdo, observagdo da sessdo e andlise de tal sessdo
de ensino. (COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 66).

Note que uma tnica sessdo de ensino (aula) pode ser ela mesma uma tnica realizagao
didética, como também pode ser composta de duas ou mais realizagdes didaticas, como no
caso em que o professor didide a aula em etapa bem delimitadas. No entanto, mesmo nesse
ultimo caso, duas etapas bem delimitadas em uma sessd@o de ensino ndo implica em etapas
separadas e indenpendentes e portanto, podemos pensar na sessdo de ensino inteira como uma
realizacdo didatica composta por duas realizacdes interconectadas. O mesmo vale para as aulas
de uma semana ou més. No conjunto dessas aulas, o professor deve ter um objetivo especifco,

como por exemplo, ensinar o que € e quais as técnicas para a solu¢do de uma equagdo do
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2° grau, sendo esse conjunto em si uma realizacdo didatica, ao final da execucdo das aulas.
No entanto, para levar a cabo essa realizagdo diddtica maior, precisamos completar as etapas
menores, aulas individuais, que por sua vez também sdo realiza¢Oes didatica, e que podem ou
ndo serem subdivididas em partes menores, dependendo das necessidades do professor, alunos
e sistema de ensino.

A partir dai Artigue (1996) esclarece, como apoio de Chevallard (1982), que o segundo
problema crucial pode ser colocado em duas frentes diferentes. De um lado, argumenta que as
nuances dos processos de ensino ndo podem ser captados com metodologias de andlise exter-
nas, como questiondrios, entrevistas ou experimentos com grupos de controle. Ou seja, se faz
necessario compreender que a observacao dos processos de ensino devem partir do interior da
sala de aula para a sala de aula, considerando os processos internos e particulares de cada sessao
de ensino.

Por outro lado, o ambiente de testes das teorias de ensino elaboradas durantes as pes-
quisas somente pode ser o ambiente em que o ensino de fato ocorre, ou seja, no interior das sa-
las de aula. Ou seja, precisamos necessariamente, para validar abordagens ou quaisquer outros
construtos tedricos surgidos da diddtica da matematica, voltar nossa atencdo para os aconteci-
mentos no interior da sala de aula.

Assim, a Engenharia Didética desde seu inicio € marcada pelo cardter notadamente
experimental e dependende de realizacdes didéticas, fonte principal de informagdes para um
processo de validagdo interna, via observacao sistemdtica das manifestacdes de sala de aula.

Almouloud (2014) descreve a Engenharia Did4tica como metodologia de pesquisa cuja
caracteristica marcante consiste no uso da estratégia de um "duplo movimento de teorizacao e
provas experimentais"(ALMOULOUD, 2014, p. 170). Segundo o autor, uma das caracteristicas
singulares da engenharia didética é o seu processo de validacdo, que nao depende de fatores
externos ou de testes de controle, baseando nas realizacdes didéticas particulares das sessoes
de ensino, constituindo assim um processo de validac¢do interna. Isso pode ser feito através
da comparacdo entre concep¢do e observacdo da sessdo/andlise para cada sessdo de ensino,
segundo a defini¢cdo de realizagdo diddtica.

No entanto, para que as etapas que constituem uma realizacao diddtica: concep¢ao, re-
alizac@o, observacao da sessdo e andlise nao retornem ao primeiro problema mencionado no ini-
cio do texto e caia na ideologia da inovagdo, se faz necessdria uma adequada delimitacio dessas
etapas. Dessa forma, a Engenharia Didética institui quatro estdgios para a organizacao de seu
trabalho: Andlises Prévias, Andlise a Priori, Experimentacao, Anélise a Posteriori/Validagao.

Além disso, devemos considerar dois niveis de trabalho da Engenharia Didatica: mi-
croengenharia e macroengenharia. (ARTIGUE, 1996, p. 196) Microengenharia diz respeito
as realizacOes didaticas individuais, estudadas localmente e individualmente durante sessoes
de aulas individuais. Trata especificamente da concepc¢do e andlise de elementos ou aconte-
cimentos individuais em uma sessdo de ensino particular. Nesse nivel, o foco sdo os eventos

locais; consequentemente perde-se a no¢ao do percuso completo durante uma investigagdo com
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estrutura mais complexa ou com diversas sessdes ou aulas.

As investigacdes de microengenharia sdo mais faceis de iniciar mas, se per-
mitem ter em conta, de forma local, a complexidade do fendmeno sala de
aula, ndo permite compor essa complexidade com a complexidade esséncial
dos fendmenos ligados & duracao nas relagdes ensino/aprendizagem. Também
ndo permitem um recorte coerente dos objetos de conhecimento. (ARTIGUE,
1996, p. 196)

No entanto, € incomum que uma investigacao faca uso de somente uma sessao de en-
sino ou tome uma Unica medida de dados. Assim, em geral, uma investigacdo ¢ composta
de varias sessOes de ensino ou seja, diversas realizagdes diddticas. Assim a macroengenharia
¢ a terminologia utilizada para o estudo de um conjunto de realiza¢des didaticas, geralmente
coordenadas e projetadas para o estudo de um objeto, procedimento ou teoria especifico. (AR-
TIGUE, 1996, p. 196) O objetivo da Macroengenharia é dar conta dos objetivos gerais da
pesquisa, controlando as varidveis de pesquisa que transpassao todo o roteiro de pesquisa. Por
conta desse papel integrador, segundo a colocagdo anterior de Artigue (1996), € fazendo uso da
macroengenharia que podemos delimitar corretamente os objetos de pesquisa e realizar a liga-
¢do entre os fendmenos gerais de sala de aula com o processo de constru¢do do conhecimento
em sala de aula, permitindo assim uma leitura coerente dos dados obtidos pela pesquisa e sua
desejada conclusao.

De posse da estrutura geral e fundamentacao essencial da Engenharia Didatica, vamos
descrever agora, de modo mais pormenorizado, as quatro etapas em que se desenvolvem a

Engenharia Didatica.

2.3.1 Analises Prévias

E nesta etapa que o pesquisador deve reunir informagdes presentes na literatura sobre
os problemas de ensino-aprendizagem do objeto matemdtico, demarcando a problemadtica do
estudo, suas hipdteses e a possivel origem das varidveis envolvidas no estudo.(ARTIGUE, 1996)
Essa andlise inicial € feita segundo trés aspectos distintos, que percorrerdo toda a engenharia
didética: aspecto epistemoldgico, aspecto didético e aspecto cognitivo.

O aspecto epistemologico estuda a génese do conhecimento ou objeto matemético do
qual é alvo do processo de ensino. Procuramos neste aspecto entender as especificidades da
validade matemadtica do objeto (sistema de axiomas e estruturas légicas) e todos os pontos de
vista que podem nos oferecer esclarecimentos sobre o assunto. Isso inclui diferentes formas
de organizacdo axiomdtica, bem como a investigacdo histdrica e social que indique porque um
certo sistema formal € preferido a outro para definir e explorar tal objeto (ARTIGUE, 1996;
ALMOULOUD, 2014). A engenharia diddtica, como metodologia de pesquisa para o ensino-
aprendizagem matemadtica, leva em consideracdo as caracteristicas proprias da construcdo do
conhecimento matemético, e coloca esse processo de constru¢ao como componente a ser ensi-

nado, indissdciavel do objeto matematico a ser ensinado.
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O aspecto didatico estuda as condi¢des de ensino a que esta submetido o processo de
estudo. Caracteristicas do sistema de ensino, material didatico e estilos de abordagem pedago-
gica influenciam no estudo e elaboracao futura do experimento e devem ser levadas em consi-
deracdo, pois essas consideracdes contaminam a transmissdo de informacao entre o pesquisador
e seus alunos (ARTIGUE, 1996; ALMOULOUD, 2014). Habitos de estudos dos alunos, bem
como suas espectativas em relagdo ao processo de ensino também devem ser levados em con-
sideracdo, ja que podem ser induzidos por formas de funcionamento de um dado sistema de
ensino/aulas.

Finalmente, o aspecto cognitivo levam em consideragdo a dimensao mental e cognitiva
dos alunos envolvidos na pesquisa. Seus conhecimentos prévios e condicionamentos podem
criar diferentes vias de reconstrucdo interna e de reelaboraciao dos objetos mateméticos a serem
estudados. Portanto, para perfeita delimitagdo do experimento e a posterior andlise de dados,
precisamos levar em conta o perfil do publico utilizado no experimento (ARTIGUE, 1996; AL-
MOULOUD, 2014). Dificuldades detectadas nos dois aspectos anteriores também pode interfe-
rir nos processos cognitivos dos alunos, gerando dificuldades de transi¢do entre representacoes
e fixacdo em estilos matemaéticos particulares também devem ser levados em conta no aspecto
cognitivo.

Coutinho e Almouloud (2008), Almouloud (2014) detalham como as dimensdes epis-

temologica, cognitva e diddtica devem ser explorados nessa fase:

a) Estudo do objeto matemadtico - andlise epistemoldgica

e Analisar a estrutura l6gico-matemdtico do objeto matematico ou teoria matematica

a ser ensinada;

e Estudar as manifestacdes histéricas do objeto matematico estudado, tanto antigas
como contemporaneas, bem como suas variadas funcionalidades ao longo do tempo
e os obstdculos epstemoldgicos manisfestados na construc¢do do objeto/conceito/teoria

matematica estudada;

e Explicitar os fatores culturais e sociais relacionados com o objeto matemaético estu-
dado.

b) Anadlise do perfil cognitivo do publico alvo/alunos

e Investigar os conhecimentos prévios dos alunos sobre o objeto/saber matemaético

envolvido na pesquisa.

e Pesquisar as concepg¢des dos alunos no contexto do sistema escolar em que se insere

a pesquisa.

¢) Andélise da organizacio diddtica
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e Reunir informagdes sobre ensino usual do objeto matemdtico da pesquisa e seus

efeitos;

e Realizar um estudo da transposi¢do didatica do saber, considerando o sistema edu-
cativo no qual insere-se o trabalho;

e Fazer um levantamento das possiveis propostas oficiais emitidas por governos ou re-
gulagdes legais a institui¢des de ensino que sejam pertinentes ao ensino-aprendizagem

do saber matematico em estudo;

e Analisar os materias de estudos e midias de apoio utilizadas canonicamente no en-

sino do saber matematico escolhido como objeto de estudo;

E a partir dessas informagdes determinamos quais restricdes e constrangimentos po-
dem surgir durante as sessoes de ensino e os possiveis erros dos alunos durante a exploracao dos
conceitos em observacdo, bem como a provavel origem de tais erros (epistemodgico, didatico
ou cognitivo) (ARTIGUE, 1996). Coutinho e Almouloud (2008), Almouloud (2014) deixam
claro que, apesar da andlise preliminar constituir na etapa inicial da pesquisa, pode ser reto-
mada, revista e ampliada ao longo de toda pesquisa, devendo estar presente ao longo de toda a

pesquisa.

2.3.2 Analise a Priori

A engenharia didética, como metodologia fortemente apoiada na experimentagao, visa
testar suas hipéteses através da experimentacdo. Assim, o objetivo € determinar as varidveis
que atendem aos objetivos do estudo e desenhar o experimento de acordo com os objetivos e
variaveis a serem testadas, em um formato de situacdes-problema a serem apresentadas aos alu-
nos. "O objetivo de uma anélise a priori € determinar como as escolhas efetuadas (as varidveis
que queremos assumir como pertinentes) permitem controlar os comportamentos dos alunos e
explicar seu sentido."(COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 67)

Tais varidveis sao chamadas por Artigue (1996) de varidveis de comando e sdo sele-
cionadas levando em consideracdo as restricdes impostas pelas andlises prévias nos aspectos
epistemologico, diddtico e cognitivo. Artigue (1996) e Coutinho e Almouloud (2008) distin-
guem dois tipos de varidveis potenciais que serdo manipuladas pelo pesquisador: as varidveis
macrodidaticas ou globais e as varidveis microdidéticas. As varidveis macrodidaticas tratam
de aspectos globais da engenharia didética e sua medi¢do deve percorrer todos os aspectos do
experimento, correspondente ao nivel de macroengenharia. Ja as microdidéticas se referem a
aspectos locais e descrevem os processos de uma microengenharia.

Na anélise a priori devemos selecionar as varidveis que podem ter alguma influéncia ou
controlar de alguma forma o comportamento dos alunos. Afinal, sdo eles, seu comportamento e
capacidade de aprendizagem que desejamos examinar. Coutinho e Almouloud (2008) decreve
as seguintes etapas para consideracio e desenho da sessdes de ensino, segundo o que se espera
para o uso da Engenharia Didatica (COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 67):
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e Listar e descrever as escolhas das varidveis locais, bem como a situag¢do adidética desen-

volvida.

e Analisar a importancia dessa situacao para o aluno, em fungdo das possibilidades de acdes
e escolhas para construcdo de estratégias, tomadas de decisdes, controle e validacao dis-

poniveis para o aluno.

e Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a andlise feita permite controlar
seu sentido, assegurando que os comportamentos esperados, se € quando eles intervém,

resultam do desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem.

Almouloud (2014) utiliza o termo situagdo-problema para descrever o tipo de atividade
a que os alunos serdo expostos durante as realiza¢des didaticas. Segundo o autor, situagdo-
problema é uma questdo mais ou menos matematizada, aberta ou fechada, abordando um ou
varios dominios de conhecimento. A fun¢do dessas situacdes-problema, dentro da engenharia
didatica, € induzir o uso do objeto ou saber mateméatico em questao de forma inicialmente im-
plicita, posteriormente explicitando sua aparicdo e uso. Tais situagdes-problema devem atender

a alguns critérios:

1. A situagcdo-problema deve ser de facil compreen¢do, permitindo aos alunos engajamento

imediato na tentativa de solugdo;

2. A situagdo-problema deve envolver um campo conceitual na qual o objeto/saber matema-

tico faz parte.

3. A situagdo-problema deve necessitar do objeto/saber matemdtico da pesquisa para sua

solucdo completa;
4. Os conhecimentos prévios dos alunos sdo insuficientes para a resolu¢do completa;

5. O problema deve envolver multiplas habilidades e dominios de conhecimentos: dlgebra,

geometria, construcao de diagramas, etc.

E essencial que o professor/pesquisador assuma papel de orientador e mediador, evi-
tando intervengdes diretas nas resolucdes dos alunos. E necessério que as situagdes-problemas
sejam capazes de criar o ambiente de aprendizagem necessdrio para que os alunos possam de-
senvolver suas préprias concepcoes. (COUTINHO; ALMOULOUD, 2008; ALMOULOUD,
2014)

Sempre que necessdrio, o professor deve estimular debates e confrontagdes entre os
resultados e conclusdes dos alunos. E natural que diversas conclusdes, acertadas ou ndo, apa-
recam entre os alunos. Cabe nesse caso ao professor mediar a construcdo do saber da classe,

auxiliando na eliminagao das conclusdes invélidas em favor das solucdes funcionais.
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Utilizaremos como teoria de ensino para matemdtica a Teoria das Situa¢des Didéticas
— TSD, de Brousseau (2008). Essa escolha € bastante natural, visto que a TSD atende perfei-
tamente os requisitos necessarios para a elaboragdo das situacdes-problemas que a engenharia

didética exige.

2.3.3 Experimentaciao e TSD

A Engenharia Diddtica, como metodologia voltada para o estudo de processos de en-
sino e pela sua propria constitui¢do inicial, se depende fortemente do que ja& denominados como
realizacoes diddticas: concepcao, realizagdo, observagado e andlise de situagdes de ensino. Por-
tanto, a condugdo e observagao cuidadosa de tais sessdes de ensino € essencial para tal metodo-
logia.

A observacao deve focar no controle varidveis didaticas escolhidas. Se preciso, durante
a fase de experimentacdo, podemos voltar a andlise a priori para reavaliar algum aspecto mal

dimensionado. Novamente, recorremos a Coutinho e Almouloud (2008):

A fase da experimentagdo € cldssica: € o momento de se colocar em funcio-
namento todo o dispositivo construido, corrigindo-o se necessario, quando as
andlises locais do desenvolvimento experimental identificam essa necessidade,
0 que implica em um retorno a andlise a priori, em um processo de comple-
mentacdo (COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 67).

O modo particular de organizar a Experimentacdo depende da teoria de ensino esco-
lhida. No caso particular a esta pesquisa, a Teoria das Situagdes Didéticas serd nossa referéncia
para o projeto do experimento (Andlise a Priori), para a condu¢do da Experimentacdo e como
referéncia para a andlise dos dados.

Uma consequéncia do uso da TSD como teoria de ensino € que quase toda a expe-
rimentacdo ocorre em situacdo adidaticas, ou seja, baseada no trabalho autonimo do aluno,
estimulado pelo milieu preparado pelo professor, trabalho interrompido apenas pela instituci-
onalizacdo pontual oferecida pelo professor, afim de organizar o conhecimento instituido nas

diversas etapas.

2.3.4 Anailise a Posteriori, Validacio interna e externa

A andlise a posteriori € a ultima etapa do processo de pesquisa. Aqui comparamos o
comportamente observado pelas varidveis diddticas com aquilo que esperdvamos. O comporta-
mento esperado pelas varidveis envolvidas € delineado na andlise a priori, através de pesquisas
preliminares tanto de natureza tedrica e documental, quanto por testes de campo realizados an-
tes do experimento por vias variadas (questiondrios, entrevistas,...). Coutinho e Almouloud

(2008) menciona, a respeito das ferramentas usadas nessa fase:

Assim, a andlise a posteriori depende das ferramentas técnicas (material di-
datico, video) ou tedricas (teoria das situagdes, contrato didatico...) utilizadas
com as quais se coletam os dados que permitirdo a constru¢do dos protocolos
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de pesquisa. Esses protocolos serdo analisados profundamente pelo pesquisa-
dor e as informagdes dai resultantes serdo confrontadas com a andlise a priori
realizada. O objetivo € relacionar as observagdes com os objetivos definidos a
priori e estimar a reprodutibilidade e a regularidade dos fendmenos didaticos
identificados (COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 68).

Novamente a escolha da Teoria das Situagdes Didéticas como teoria de ensino fornece
0 a estrutura essencial para organizar a Andlise a Posteriori, que € feita levando em conta as
dialéticas adidaticas propostas por Brousseau (2008): Ac¢do, Formulagdo e Validagdo. Na ver-
dade, ja na Andlise a Priori organizamos nossas situacdes diddticas em termos de tais dialéticas,
permitindo comparagdo posterior com o que foi observado.

A seguir, determinaremos alguns parametros elementares sobre os objetos matematicos
que pretendemos utilizar em nossas aulas (recorréncias lineares e sequéncia de Pell), iniciando

a fase de andlises prévias.
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3 ANALISES PREVIAS

Neste capitulo iniciamos a primeira fase estipulada para nossa metodologia de pes-
quisa. As Andlises Prévias consistem em uma exploracao historica e epistemoldgica dos objetos
de ensino a serem explorados em nossa pesquisa.

Abordamos neste capitulo: Elementos fundamentais para recorréncias e recorréncias
lineares. Propriedades fundamentais para sequéncia de Pell. Modelos matriciais e polinomiais
para a sequéncia de Pell. Discusao histdrica para a sequéncia de Pell, bem como um resumo
do panorama moderno das pesquisas em matemadtica pura e aplicada que abordam tal objeto
matematico.

O objetivo aqui € reunir informagdes que embasem a constru¢dao do experimento du-
rante a fase de Andlises a Priori, permitindo a construcao dentro dos aspectos epistemoldgicos,

cognitivos e diddticos, dimensdes necessdrias aos pressupostos da Engenharia Didética.

3.1 Recorréncias: Consideracoes Gerais

Nesta secdo, trataremos sobre recorréncias e de suas condi¢des de solug¢do, em especial
recorréncias lineares. Lima er al. (2016) se apoia na defini¢do de sequéncias para discutir
recorréncias. Por sequéncia de ndmeros reais, tal como Lima (2007, pg. 100), definimos

Por N = {0,1,2,3,...} denotamos o conjunto dos naturais. Os simbolos Z, R, C
denotam conjunto dos inteiros, reais e complexos respectivamente, de modo que Z~, R™ sdo os
conjuntos dos inteiros e reais ndo positivos € Z+, R sdo os conjuntos dos inteiros € reais ndo
negativos. E para qualquer conjunto A, A* = A — {0}, ou seja, o conjunto A sem o zero.

Desse modo, seguimos com as primeiras defini¢des.

Definicao 3.1.1. Chamaremos a fungdo x : N — R de sequéncia e a cada elemento x(n) de

n-ésimo termo da sequéncia, representado simplesmente por x,,.

A funggo x : N — R serd escrita como (x,),cn ou apenas (x,) quando ndo houver
dividas de seu dominio. Quando conveniente, representaremos a sequéncia (x,),cn através da
n-upla (x,x1,%2,...,Xk,...), k € N. Por exemplo, as fun¢des a : N — R e ¢ : N — R dadas
por a, = (—1)" e ¢, = 2¢4,—1 — 3; ¢o = 1 geram sequéncias. Os oito termos iniciais de tais

sequéncias sao mostrados na Tabela 1.

Tabela 1 — Primeiros termos das sequéncias a, € ¢,
n 0 1 2 3 4 5 6 7
a, 1 —1 1 —1 1 —1 1 —1
¢ 1 -1 -5 —13 —-29 —61 —-125 -253

Fonte: Autor

A defini¢do a seguir, novamente presente em Lima (2007), simplifica algumas constru¢des que

faremos uso a seguir.
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Definicdo 3.1.2. Dada uma sequéncia (x,),en, chamamos de subsequéncia a qualquer restri-
¢do de (xp)nen a um subconjunto A C N infinito.

Alguns exemplos simples podem ser criados observando restri¢des da sequéncia (c,)
aos subconjuntos: I = Conjunto dos naturais impares; P = Conjunto dos naturais pares; O =

{2";n € N}. Assim, sdo subsequéncias de (c;)
ci: 1 —R;
cp:P—R;
co:0—R.

de modo que podemos representa-las respectivamente como:

(cn)ner = (c1,¢3,¢5,¢7,¢9,c11,...) = (—1,—13,—61,—253,—1021,—4093,...)
(cn)nep = (co,c2,c4,C6,¢8,C10,--.) = (1,=5,—29,—125,-509,—2044,...)
(Cn)ngo = (Cl,CQ,C4,C8,C16,C32, .. ) = (—1, —5, —29, —509, —131069, .. )

Entretando, podemos ampliar a no¢do original de sequéncia. Lind e Marcus (1995)
em outro contexto (discursdo sobre sistemas dindmicos e ferramentas de codificacdo) define o
conceito de sequéncia bi-infinita (LIND; MARCUS, 1995, p. 2). Desssa forma, Lind e Marcus
(1995) definem

Definicao 3.1.3. Denotamos como sequéncia bi-infinita a enumeracdo:
ce ey X3, X-2,X1,X0,X1,X2,X3,. ..

representada por (X;);cz.

A partir da defini¢do acima, vamos considerar uma extensao de uma sequéncia x: N —
R para os inteiros, da seguinte forma
Definicao 3.1.4. Dada uma sequéncia x : N — R, definimos a extensdo de x, a funcdo z: 7. — R,
tal que 7 : |y = x. Chamaremos tal extensdo de sequéncia estendida.

Da mesma forma, a fungéo z : Z — R serd escrita como (z,),cz ou apenas (z,) quando
nao houver duvidas de seu dominio. Quando conveniente, representaremos a sequéncia esten-

dida (z,),ecz como a n-upla

("'7Z7k7'"7Z727Z717Z07Z17Z27'-'7Zk7"‘)

onde k € N.

Por exemplo, as fun¢des b,d : Z — R dadas por b, = (—1)" e d, =2d,—1 —3;dp =1,
sdo extensdes das funcdes a e ¢ do exemplo anterior. A tabela 2 apresenta alguns valores
calculados para as fungdes b e d.

A nogao de fungdo restricdo também pode ser aplicada as funcdes z : Z — R. Por exemplo,
considere as sequéncias estendidas (b,) e (d,) sob restri¢do de Z* ou Z~, obtendo b|y+, b|7-,
d|z+ e d|z-. Exibimos na tabela 3 os dez primeiros termos de tais restri¢oes, calculados a partir

de n = 0. Perceba que as restri¢oes b|y e d|y sdo sequéncias pela defini¢do 3.1.1.
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Tabela 2 — Sequéncias estendidas (b,) e (d,), para =5 <n <5

n... 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5

bp|... =1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
47 23 11 5

dpy [... 2 B 1L 5 5 0 1 -5 —13 29 —6l

Fonte: Autor

Tabela 3 — Restri¢des nas sequéncias estendidas (b,) e (d,), para os dez
primeiros termos.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ey 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1
(di)pey 0 —1 =5 —13 —-29 —61 —125 —247 —497 —-997

n o -1 -2 -3 -4 -5 -6 =7 -8 -9

(bu)pe-y 1 -1 1 —1 1 -1 1 -1 1 1
5 11 23 4 95 191 383 6
(dn)nEfN 0 2 3 Z T % ol o 152 %

Fonte: Autor

Para finalizar essa se¢@o, notemos que a lei de formagdo para (b,) ndo depende de
nenhum dos termos b, da prépria sequéncia, ao contrério de (d,), cuja lei de formagdo d,, =
2d,,—1 — 3 depende do conhecimento de termos anteriores a d,,, tornando necessdrio um termo

de partida dyp = 1. Sequéncias com este comportamento serdo estudadas na proxima secao.

3.1.1 Recorréncias

Em termos ingé€nuos, uma recorréncia ¢ uma sequéncia cujos termos seguintes depen-
dem dos anteriores. Utilizaremos a definicao de Martinez (2013, p. 451).
Definicao 3.1.5. (Recorréncia) Dada (xn)uen = (X0, X1, X2, .-+, Xk, - . .), dizemos que a sequén-

cia (xn)neN € uma recorréncia de ordem k se para todo n € N existe uma fungdo r tal que:

Xtk = T(Xnp (k—1) X (k—2) 5 - - - s Xn+ 1, %n ), 3.1)

onde n,k € N.
A equacdo (3.1) é chamada de equacdo de recorréncia de ordem k. E possivel que
diferentes sequéncias (x,) satisfagdo uma dada equagdo de recorréncia. Por exemplo, considere

a equacdo de recorréncia X, 12 = X, 11 + Xy, de ordem 2. Trés solugdes diferentes sdo mostradas
na tabela 4.

Tabela 4 — Sequéncias numéricas que satisfazem x4, =
Xn+1+Xp

@) o 1 1 2 3 5 8 13 21 34
21 3 4 7 11 18 29 37 66 103
@3)[3/2 1 5/2 7/2 6 19/2 31/2 25 81/2 131/2

Fonte: Autor

Muitas recorréncias diferentes podem ser solu¢do da mesma equacdo de recorréncia.
No entanto, o proximo resultado determina em que condi¢des uma equagdo de recorréncia pos-

sui uma unica solucdo. Isso acontece quando, dada a ordem k da equacao de recorréncia, fixa-
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mos exatamente k termos iniciais. Teremos entdo somente uma tnica solu¢do com o0s k termos
dados.

Teorema 3.1.1. Dados os termos iniciais xo, X1, X2,..., X1 € R e k € N, a equagdo de

recorréncia de ordem k:

Xnt+k = r(xn+(k—l)7xn+(k—2)a ey Xn 1, Xn)
possui uma tinica solu¢cdo com os termos iniciais dados.

Demonstragdo. Faremos a demonstracido usando o principio de inducdo forte. Para n = 0 te-

mos:
X4k = Xg = F(Xp—1, X2, -, X1,X0),
como os termos iniciais xg, X1, X2,..., Xx—1 sao determinados, x; estd univocamente determi-

nado pela equacao de recorréncia.

Suponha que o resultado vale para todo natural menor ou igual a n. Assim, para n—+ 1

obtemos:
Xn+1)+k = r(x(n—i-l)—i-(k—l)7x(n+1)+(k—2)7 c X (n1)+1 »X(n+1))
= r(xn+k>x(n—1)+k7x(n—2)+k7 e >x(n—(k—1))+k)
Como os termos Xntks X (n—1)+k> X (n—2)+k> X (n—3)+h> - - - ,x(n_(k_z))+k,x(n_(k_1))+k) estao

bem determinados, por hipétese de indug@o, entdo x(,, 1)4 fica unicamente determinado.
O

Este resultado nos diz também que para determinar completamente uma recorréncia
de ordem k, € necessdrio e suficiente determinar sua equacao de recorréncia e k termos iniciais.
Por exemplo, a célebre sequéncia de Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...) é um exemplo
de recorréncia de 2% ordem, pois para todo n > 2 os termos da sequéncia dependem dos dois

termos anteriores a ele. Tal recorréncia fica univocamente determinada por

o1 =fot fa1s
fo=0/1=1

(3.2)

A sequéncia de Fibonacci € classicamente definida com indices naturais. No entanto,
levando em consideracgao a defini¢do de sequéncia estendida (Defini¢do 3.1.4) e a linearidade da
equagdo de recorréncia f,,+1 = f, + fu—1, podemos construir uma sequéncia estendida z, tal que
z|y = (fn), partindo dos termos iniciais fy =0 e f; = 1 e reescrevendo a equagéo de recorréncia

como
fn+1 = fn +fn71 :fnfl :fn+1 _fna

obtemos os termos a seguir, de indices negativos

fai=fi—-fo=1
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fa=fo—fa=-1
f3=fa—-fa2=2
fra=fa2—f3=-3
fos=f3—f-4=5

resultando na sequéncia estendida exibida na tabela 5.

Tabela 5 — Sequéncia Estendida de Fibonacci.
n|... -5 4 -3 -2 -1012345
falw 5 -3 2 -1 1 0112335

Fonte: Autor

A sequéncia estendida de Fibonacci apresentada fica perfeitamente determinada por
(3.2), ja que dados f;, f,+1 hd somente um valor para f,—1 = fu+1 — fu € (fa)nen S€ encontra
univocamente determinada.

Sempre que uma recorréncia (x,),cn de ordem k € tal que existe uma sequéncia esten-
dida (z,),ez tal que (z,) é solugdio da equagdo de recorréncia associada a (x,),cn, diremos que
(z4) € recorréncia estendida de (x,). Quando ndo houver risco de ambiquidades, chamaremos
uma recorréncia estendida qualquer simplesmente de recorréncia.

Horadam (1965) realiza uma abordagem de recorréncias estendidas inicialmente utili-
zando exemplos particulares para caracterizar um tratamento mais geral, derivando diversas pro-
priedades de termos do tipo x_,, n € N, porém sem utilizar explicitamente a no¢cdo de sequéncia
estendida. Essa abordagem serd particularizada para o caso de recorréncias lineares de 2% or-
dem em se¢des adiante. Alves (2016a) oferece uma descricdo em lingua portuguesa do que
chamamos de sequéncia estendida de Fibonacci, através de passos similares ao que Horadam
(1965) utiliza.

Entretanto, nem sempre podemos tomar uma recorréncia definida para n € N e obter

uma recorréncia estendida. Por exemplo, a recorréncia de 1* ordem

1,41 = arctan (%) ;
T

estd bem definida para n € N. Entretanto, se tentarmos calcular algum 7_, vamos obter a

seguinte igualdade:

1 1

fo =arctan | — ) = tan(ztp) = —
1 1

o que demonstra a inconsisténcia de tentar calcular ¢_; pois ndo existe tan (%) . Essa constatacao
também levanta a questdo de quais equagdes de recorréncia aceitam como solugdes recorréncias

estendidas, ou de quais recorréncias possuem recorréncias estendidas.
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Essas ideias serdo parcialmente discutidas na préxima se¢do, em conjunto com nosso
tema de interesse central, recorréncias lineares, particularmente de 1* e 2% ordem.
3.1.2 Recorréncias Lineares

Definicao 3.1.6. Uma recorréncia é dita linear de ordem k, com coeficientes constantes, quando

a equagdo de recorréncia

Xn+k = r(xn+(k—1)7xn+(k—2)7 s Xnt ;xn>

pode ser escrita como:
Xnak = C1 Xy (k—1) T C2 - X k—2) + -+ Cle—1)  Xnt1 + G- X +-b, (3.3)

onde C;,b € R constantes, para todo 1 < i <k.

Perceba também que uma forma simples de obter a ordem de uma equagao de recorréncia é

Por exemplo, recorréncias lineares de 1* e 2% ordem sdo caracterizadas como

Recorréncia linear de 1* ordem Recorréncia linear de 2° ordem
Xpt1 =C1-x,+b; Xnt2 = C1Xpp1 +Co - Xy + b5
Xo = a; Xo = a; x; = b;

Se b =0, arecorréncia linear é dita homogénea. A sequéncia de Fibonacci e a sequén-

cia de Lucas, esta ultima definida como:

ln—i—l =Il+1—1;
lo=21 =1
sdo recorréncias lineares de 2 ordem, ambas com C; = C; = 1, homogéneas. Sdo também

bastante esclarecedores os exemplos

Sequéncia de Padovan Sequéncia de Tribonacci
Pn+1 = Pn—1+ Pn—2; Jnrr = fot+ fut fat1s
po=Lpi=Lp=1 fo=0,fi=1LA=1

ambas recorréncias lineares homogéneas de 3* ordem. Note porém que a sequéncia de Padovan
possui apenas dois termos explicitos em sua equacao de recorréncia. Mesmo assim, com uma

simples mudanca na varidvel do indice, obtemos

Pn+3 = Pn+1+ Pns
po=1lpi=lLp=1;"

0 que nos permite escrever



53

Pn3=0-ppo+1-ppr1+1-pn.

Perceba também que dada uma recorréncia linear de ordem k, o termo C; na equagao
(3.3) (coeficiente do x; de indice mais baixo) é necessariamente ndo nulo. Se ao contrario,

tivermos Cj, = 0, tomaria a forma:

Xntk = Ct Xy (k1) +C2 Xy o)+ +C1)  Xns1 +D (3.4)

o que transforma a recorréncia para ordem k — 1.

No fim da secdo anterior sugerimos que em alguns casos € possivel encontrar uma
recorréncia estendida para uma dada recorréncia (x,),cn, ou seja, uma solugio (z,),cz tal que
Z|y = X, Vamos construir tal solu¢do e mostrar que ela é tnica, desde que sejam cumpridos
certos requisitos.

Note que a equagao (3.3) de ordem k, pode ser reescrita da seguinte maneira:
Xpak = C1 “Xpt(k—1) +C Xt (k—2) T +C(k_1) Xpt1 +Cr Xy +b =

oo Ttk —Cr X (-1) = C2 Xy (k-2) = - - = Cle—1) " Xn1 — b
=
Ck

onde Cy # 0, pois a ordem k foi dada previamente. Dessa maneira, podemos calcular o termo

de indice mais baixo utilizando os de indice mais alto.
Oferecemos a seguinte definicdo, de natureza recursiva:
Definicao 3.1.7. Dados os termos xg, x1, x2,..., Xp—1 € R, k € N, e a equagdo de recorréncia

linear de ordem k:

Xnpk = C1 Xy (k1) T Co X o2) +- - +Cho1)  Xn1 £ Cr-Xn+b, n,k €N

Definimos:
. Xk—1—Cr-X—2) = Co X3y = - —C—1y) - X0 — b
1= ;
Ck
oM Cr-Xk—1)-n—Co-Xp—2)-n = —Clg—1) X1-n — b
n= .
Ck

Assim, por exemplo, a sequéncia de Jacobsthal, definida como

Jn+2 = Jnt1+2jns
Jo=0:ji=1
cujos termos (com indice positivo) podem ser vistos na tabela 6
¢ tal que através da definicdo (3.1.7) permite a obtengdo dos termos (..., j g,...,j—1), k € N.

A titulo de exemplo, calculamos os termos de j_; a j_7
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Tabela 6 — Os dez primeiros termos para
sequéncia de Jacobsthal.

n/012345 6 7 8 9
j,,‘O 1 1 3 5 11 21 43 8 171

Fonte: Autor

. _Ji—jo_1-0_1
JaET T E =5
. T I
J—-n= )
Lo o= 1o ja—ja M
IRET T Ty T T,
. J—Jj2 3 . Ja—j-s 21
BTy Ty T Ty T @
. J2—Jj3 5. . Js—Jj-e__ 43
AT T T e T T T s

Resultando na recorréncia estendida de Jacobsthal, exibida na tabela 7.

Tabela 7 — Recorréncia Estendida de Jacobsthal.

n|.. -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 012345 6 7
Jal-w % % 0w —1% 3 —3 5 01135 11 21 43

Fonte: Autor

O préximo resultado estabelece o mesmo critério de unicidade do teorema (3.1.1), para
recorréncias estendidas e recorréncias lineares.
Teorema 3.1.2. (Unicidade da solugcdo da equagdo de recorréncia linear) Dados os termos

iniciais xo, X1, X2,..., X1 € Re k € N, a equacdo de recorréncia de ordem k:
Xntk = C1 Xy (k—1) T C2 - X (k—2) + - - F Clo—1)  Xnt1 +Cp- X+ b,

onde Ci,b € R constantes, para todo 1 <i < k, possui uma recorréncia estendida como uinica

solucdo com os termos iniciais dados, comn € Ne b € R.

Demonstracdo. Pelo teorema (3.1.1), existe uma recorréncia (x,),cn que € uma solugio dnica
para a equagdo de recorréncia (3.3) com os termos iniciais dados xg, x1, x2,..., X1 € R.
Precisamos mostrar que é possivel obter uma recorréncia estendida (z,),cz de (x,) e que isso
somente pode ser feito de um uinico modo. Para isso, basta determinar de modo univoco os
termos (..., X_p,...,X_1).

Observando a definicao (3.1.7), como os termos xg, X1, X2,..., Xx_1 € R, k € N estdo
bem determinados, resulta que:

o= Xk—1—C1X(—2) = Cax(k—3) — ... — Cir—1) %0 —b;
Ck

Estd bem determinado. Por hipétese de indugdo, suponhamos que para todo natural menor ou

igual a n a equacao:
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Xk—n —C1-X-1)-n—Co X2y n— - —Cle—1) " X1-n —b
X_p = .
Ck
determina univocamente os termos x_,. Desse modo, para n+ 1, a definicdo (3.1.7) resulta em:
X~ (1) —C XD — (1) —C2 X—2)— (1) — - - —Cli—1) " X1—(ny1) =D
k
_ Xl e=)] O X k2] = C2 X u k3~ Cpmt) X n b
Ck '
como
n—(k—1)]<[n—(k=2)<[n—(k=3)]<...<[n—(k—k)]=n
entdo X[, (k—1)]sX—[n—(k—2)»X—[1—(k—3)]s - - - - X—n POI hipOtese de indug¢do, estdo bem determi-
nados. Consequentemente, x_(, 1) também estd univocamente determinado. [

A partir de agora, discutiremos a estrutura das solucdes de recorréncias lineares de 2*

ordem, foco de interesse deste trabalho.

3.1.3 Recorréncias lineares homogéneas de 2? ordem: estrutura das solucoes

Dadosn € Ne p,q € R, uma recorréncia linear de 24 ordem homogénea, a coeficientes

constantes possui a seguinte expressao

Xn4+2 = PXp+1+GXn;
Xo=a; x] = b,
com g # 0. Esta recorréncia também é chamada de sequéncia de Horadam e pode ser encontrada
em Horadam (1965).
Note que basta ¢ # 0 para garantir que a recorréncia seja de 2* ordem, mesmo que

p =0. Caso g =0, a equacdo de recorréncia seria reduzida a

Xn+2 = PXn+1

o que corresponde a uma recorréncia de 1* ordem, evidenciando esse fato através da mudanca
de varidvel i = n+ 1, resultando em x; | = px;, i € N.

Caso p =0 e g # 0, terfamos a equagio

Xn+2 = qXn

que por defini¢do é uma equagao de recorréncia de ordem 2. Perceba que caso fixemos, nessa
situacdo, apenas um termo inicial xyp = a, a equagdo de recorréncia acima somente terd solucao
tnica nos termos de indice par (xg,x,...), permitindo uma infinidade de solugdes com indice
impar.

No entanto, seria interessante saber calcular cada termo x, sem depender de outros
termos da recorréncia (x,), ou seja, encontrar uma lei de formagdo para x, independente de

quaisquer termos anteriores.
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Para discutir uma possivel solug@o geral, precisamos antes estabelecer alguns fatos ba-
sicos. O que discutiremos nessa secdo pode ser generalizado para recorréncias lineares com
coeficientes constantes com uma ordem k € N qualquer. No entanto, por simplicidade e obje-
tividade de exposicdo, discutiremos apenas o caso de recorréncias lineares de 2% ordem, com
coeficientes constantes.

Considere o conjunto S de todas as sequéncias estendidas (definicao 3.1.4) que satis-

fazem a equacdo de recorréncia:

Xp4+2 = PXp+1+GgXn (3.5)

Note que a sequéncia estendida (e,) = (...,0,0,0,0,...), tal que ¢, = 0 para qualquer
n € 7 € solugdo para a equagdo (3.5), para quaisquer p,q € R, ou seja, S é ndo vazio. A partir
disso, baseados o que diz Kauers e Paule (2011, pg.100-102), definimos duas operagdes sobre
o conjunto S e enunciamos dois resultados:

Definicao 3.1.8. Seja o € R. Considere as sequéncias estendidas:

(an)ngz = (...,a,k,...,a_l,ao,al,...,ak,...)

(Bunez = (cov bt e b_1,b0,b1, b

solucoes de (3.5), definimos

L] (an)neZ + (bn>n€Z = (Cn)nEZ’ tal que ¢, = a, +by,. (Soma)

o o (an)nez := (Cn)nez, tal que ¢, = o - ay. (Produto por escalar)

Lema 3.1.1. Se (a,)ncz € (bn)nez sdo solucdes para a equagdo (3.5), entdo (an)nez, + (bn)nez

e a(an)nez, & € R sdo também solugdes para a equagdo (3.5).

Demonstragdo. De fato, tomando a soma ¢, = a, + b, para todo n € Z, temos:

PCnt1+qcn =p(ant1 +buy1) +q(an+bn)
=pan+1+ pbus1+qan+qby
=(Pan+1+qan) + (Pbni1 + qbn)
=12+ btz

=Cn+2

do mesmo modo, tomando ¢, = & - a,, & € R para todo n € Z, podemos escrever:

p(&ani1) +q(@an) = 0t(pani1 +qan) = Otap>.
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Um exemplo simples pode ser tomado com a equacgdo de recorréncia x,42 = X, 11 + X,
que possui as solucdes particulares sequéncia de Fibonacci e sequéncia de Lucas, ja definidas
anteriormente. Pelo que acabamos de demonstrar, (f,+1,,), &(f,) e a(l,) também sdo solugdes
para x, 12 = X,+1 +Xx,, paratodon € Z e o € R. O lema 3.1.1 que acabamos de demonstrar nos
leva ao seguinte resultado
Teorema 3.1.3. Seja S o conjunto de todas as sequéncias estendidas que sdo solugcoes para a
equagdo:

Xn42 = PXn41+qXp

S é um espago vetorial sobre R, com as operagoes definidas em 3.1.8.

Demonstracdo. Segue do lema 3.1.1 e do fato de S ser um subconjunto do espaco das sequén-

cias de Numeros Reais. L]

A cada recorréncia linear dada associamos uma equagdo caracteristica p(t) = 0, onde

p(t) é um polindbmio grau k dado por
k=1
p(t)=1" =Y 1'Cy_y =0 (3.6)
i=0

C(k—i) ceRe p(l‘) € R[I].

Na verdade, tal equacdo caracteristica surge da possibilidade de reinterpretar recorrén-
cias lineares como transformagdes lineares. Particularizando para recorréncias lineares de 2% or-
dem, homogéneas, perceba que (x,1,X,) é subespaco vetorial de S2, pois (0,,0,) € (Xp11,%,) €
dados (ay+1,an), (but1,bn) € (Xn+1,%n), (@nt1,an) +A(bys1,bn) = (apt1+Abpy1,an+Aby) €
(Xn+1,X,). Assim, podemos escrever a transformagao linear

P 4 Xn o Xn4-1
1 0 Xp—1 Xp
Que nos permite calcular x,, 1 a partir de x, e x,,_1. Observe que o polindmio caracteristico da

P 9

matriz da transformacdo 7' = L0

p(t)=t"—pt—gq (3.7)

coincide com a equacdo (3.6) reduzida ao caso particular para recorréncias lineares de 2 ordem,
homogéneas, desde que p(¢t) = 0. Perceba também que a restri¢do g # 0 para a equagdo de
recorréncia (3.5), discutida onde se encontra a passagem (3.4), também garante que a equacao

caracteristica ndo possui raiz nula, pois, nesse caso
P —pt—q=0=1t(t—p)=q#0=1#0.

Desse modo, as solugdes de 1> — pr — g = 0 representam os autovalores da transforma-
cdo linear T. Se T for diagonalizavel, entdo os autovetores associados formam uma base para o

espaco vetorial (x,1,X,).
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Assim, convém investigar o papel das raizes r,s de p(t) = t> — pt — q para o espaco
vetorial S. Os resultados do restante desta secdo sdo baseados na exposi¢do de Kauers e Paule
(2011), simplificadas para o caso particular de recorréncias lineares de 2° ordem, homogéneas.
(KAUERS; PAULE, 2011, p. 63-70). Lima et al. (2016), no capitulo 3 (LIMA et al., 2016, p.
61-80), também exibe resultados equivalentes aos coroldrios (3.1.1) e (3.1.2).

Teorema 3.1.4. Dada a equacdo de recorréncia x,+y = px,+1+ qx, e r raiz de (3.7), solugcdo
da equagdo caracteristica

?—pt—qg=0 (3.8)
bem como S o conjunto das solugoes de x,+2 = pxn+1+ gxn, temos que

(rM)nez € S <= r é solugdo de (3.3).

Demonstracdo. Seja (r'"),cz solugdo para a equagdo (3.5). Como g # 0, entdo r # 0. Assim

Xnt2 = PXpti —|—qxn:>r”+2:pr"+l—|—qr”:>r2 :pr+q:>r2—pr—q:()

ou seja, r € solugdo de (3.8). Por outro lado, seja r # 0 solucédo de (3.8). Entao
P—pr—q=0=r’>=pr4+q= """ = pr"* 4 ¢, paratodon €7,
ou seja, r € solugdo para a equagao X,4+2 = PXp41 + gXn. 0

Considerando as equagdes de recorréncia usadas para definir as sequéncias de Fibo-
nacci, Jacbsthal e Pell, associadas as suas respectivas equacdes caracteristicas, construimos a
tabela 8.

Tabela 8 — Eq. de recorréncia e suas respectivas eq. caracteristicas

‘ Eq. de recorréncia Eq. caracteristica Raizes
Fibonacci | fu2=furi+fy  £—1—-1=0 IENEPRERTE
Jacobsthal | juio = jur1+2j, t?—t—2=0 —le2

Pell Pus2 =2Pns1+pn £2=2—1=0 1—-v2el+2

Fonte: Autor

Considerando isso, sdo solugdes para as respectivas equagdes de recorréncia, citadas

na tabela 8 as sequéncias:

Fibonacci:
(=)= ([ 18] ] [ )
([ ) = (o [ [ ) o ][]
Jacobsthal:

(=1 pez = (...,1,—=1,1,—-1,1—=1,1 —1,1,—1,1,—1,1,—1,1,—1,1,—1,1,...)
(2Vpez = (...,277,276,275 274 273 272 271 1,222 23 2% 252027 )
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Pell:
([1 o \/E]n)neZ = ( T [1 o \/5]737 [1 - \/5]727 [1 o \/5]71? 1, [1 - \/5]’ [1 - \/5127 [1 - \/5]37 . )
(L V2")pez = (o [T V2) 73 [T+ V2 2 0+ V25 1L [T+ V2] [T+ V22, [T+ V2P, )
Os proximos resultados nos fornecerdo uma base para o espaco vetorial S. Dessa forma

podemos encontrar uma férmula fechada para calcular x,, diretamente.

Teorema 3.1.5. Dado n € 7, considere a equacdo de recorréncia (3.5):
Xn+2 = PXp+1+ qXn;

se sua equagdo caracteristica, t* — pt — q = 0 possuir duas raizes r e s distintas, entdo o con-
Junto {(r"),(s")}, n € Z é base do R—espago vetorial S, conjunto de todas as recorréncias

estendidas que satisfazem (3.5).

Demonstragcdo. Dado n € 7Z, precisamos mostrar duas coisas:
1. {(r"),(s")} é gerador de S;
2. {(),(s")} € LL

Vamos comegar com a afirmagdo (1). Considere uma recorréncia estendida qualquer (x,),cz,
univocamente determinada por x,17 = px,+1 + gx,, dados xg, x| iniciais. De posse das raizes
r # s da equacdo caracteristica (3.8), o sistema linear
xo= Ci+C

{ x1= C1-r+Cy-s.
sempre possui solugdo, ou seja, sempre podemos determinar C; e C,. De fato, o determinante
da matriz A de coeficientes dos sistema é (r —s) # 0, ou seja A € invertivel e o sistema possui
uma unica solucdo (LIMA, 2009, pg. 263, Cor.) dada por

X1 — 8XQ rxo — X1

T =) T )

Afirmamos que x, = Cr" + Cys", qualquer que sejan € Z.

C

De fato, vamos proceder por indugao sobre os elementos das recorréncias (X,)ncz, €
(X_n)nez, » separadamente. Perceba que pelo teorema 3.1.2, uma vez dados xo,x iniciais, a
recorréncia (x,) fica inteiramente determinada. Assim, para n € {0, 1}, temos que

C -rO—I—Cz 59 = X0,
Ci-r'+Cy-s' =x;.

Paran =2:
Xy = px1 +gxg —

xy = prCi + psCy +¢C1 +9C =
x=Ci(pr+q)+Cps+4q) =
xp=Ci[(r+s)r—rs|+CG[(r+s)s—rs] =

Xy = C1r2 —I—Czsz
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Para n € Z,, suponha o resultado vélido para todo elemento de Z* menor ou igual a n. Assim,

para n+ 1, obtemos

Xpt1 = PXn+qxn_1 =p(C1 - 1" +Ca-5") +q(Cr - r 1+ Co -5
=pC - 1"+ pCs - 5" +¢C gl +qC2-s”_l -
=Ci(pr"+qr" )+ Co(ps" +qs" ) = C1 "+ Cos" L

Vamos tratar agora o caso x_,. Primeiramente

X1 — 8$Xp rxp — X1 SX1 —s2x0+r2x0—rx1

Ci-rilec . -s1= =
A e B () rs(r—s)
C gl -l-Cz-s_l = xo(rz—sz)—xl(r—s) = (pxo—X1) =X_1
—q(r—s) —q

Ou seja
x1=C; ! —|—C2-Sl7
xo=Cj -rO+C2 -so,
x_1=C ! +C 5L
Desse modo, suponha o resultado vélido para todo elemento de n € Z. menor ou igual a n.

Assim, para (n+ 1), obtemos

X_npl = PXon+Gx_p_| =
gX_(n1) =X_(n—1) — PX-n =C} r~ =) 4 Gy (171 p(Cir " +Cos™™)
=C (r’(”’l) —pr —l—Cz(s*("*l) —ps ")
=Cir "(r—p)+Cas "(s—p).

Como p =r+se —qg = rs, entdo

gx_(n1) =Cir "(r—p)+Cas™ (s — p)
=Cir"(—s)+Cos "(—r)
=Cir "l +Cos (s ) =

xf(n+l) — Clr_n_l +C2S—n—1 — Clr—(l’H-l) _|_C2S—(n+l).

Ou seja, qualquer que seja n € Z, sempre podemos escrever x, = C1r"" 4+ Cys". Recordando
as operagdes definidas em 3.1.8, qualquer que seja a sequéncia (x,),cz solugdo particular da

equagdo de recorréncia (3.5), operando coordenada a coordenada, temos que
(Xn)nez, = C1(r" )nez + Ca(s")nez.-
Portanto, { ("), (s")} é gerador de S. Por outro lado, fazendo:

A(M)nez +B(s" )nez = (0)nez-
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resulta que Ar" + Bs" = 0, para todo n inteiro. Como r,s # 0, resulta que A = B = 0. Assim
{(r"),(s")} ¢ LL
Portanto {(r"),(s")} € base para S, desde que a equagdo caracteristica (3.8) associada

a equacdo de recorréncia (3.5) possua duas raizes distintas. [

Disso temos imediatamente um método para calcular os termos de uma recorréncia
(an)nez sem precisar necessariamente utilizar os termos anteriores.

Corolario 3.1.1. Dada a recorréncia

Xp12 = PXpi1+GgXp
Xo=a; x;] =b.

Associada a sua equagdo caracteristica > — pt —q =0 e sejam r £ s suas raizes, x, sempre

pode ser escrito como

Xy = C1r" + Cys™,

onde

Discutimos o caso r # s, mas falta ainda a possibilidade da equagdo caracteristica
1> — pt — g = 0 possuir uma raiz de multiplicidade 2, ou seja, r = s. Os préximos resultados ddo
conta deste ultimo caso.

Lema 3.1.2. Dada a equacgdo de recorréncia x, 17 = pX,+1+ qx, e sua equacdo caracteristica:
*—pt—q=0,

entio (n ez, = (..., —kr ..., —1r= 1,00, 17 ... [ki*,...) é uma solucdo para a equagdo

de recorréncia x,12 = px,+1+ qx, se, e somente se, r é a uinica raiz da equagdo caracteristica.

Demonstracdo. Se ré a tinica raiz de 1> — pt — g = 0, entdio podemos escrever p =2re g = —r-.

Assim:

plnr"] +ql(n— 1)) =2r-n" = (n— 1) =

=20 — (n— 1) = 2n—n+ 1) = (n+ 1)
Por outro lado, se x,, = nr", podemos escrever:

xzszl+qx0:>2r2:prl—|—0-qr0:>2r:p

X1 =pxo+gx_1 = rl :p()ro —qr_l — 2= —q

que resulta imediatamente no fato de r ser a tinica raiz de > — pt — g = 0.
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Teorema 3.1.6. Dado n € 7, considere a equacdo de recorréncia (3.5):

Xn+2 = PXp+1 1+ GXn;
se sua equagdo caracteristica, t> — pt — q = 0 possuir uma tinica raiz real r, entdo o conjunto

{(r"),(nr"")} é base do R—espago vetorial S, conjunto de todas as sequéncias que satisfazem
(3.5).

Demonstragdo. Dado n € Z, precisamos mostrar que:
L. {(r"),(nr")} é gerador de S;
2. {(r"),(nr")} é LI

Novamente, vamos comegar por (1). Dada uma sequéncia estendida recorrente qualquer (a; ) ez,

satisfazendo a equacao (3.5), esta é definida univocamente pela recorréncia:

Xnt2 = PXnt1 1 GXn;
Xo=a; x1 =b,
Considere a raiz r da equacdo caracteristica (3.8). Ja sabemos, pelo Lema 3.1.2, que
(") e (nr'") sdo solugdes particulares para a equagdo de recorréncia acima, nas condi¢des postas
por hipétese. Assim, qualquer que seja (x,), sempre podemos encontrar reais C| e C, tais que
a=C;-r+G-0r°=C
b=C;-r'+C-r'=Cy-r+C-r
que representa também um sistema linear. Tal sistema sempre possui solucdo, ou seja, sempre
podemos determinar as constantes C; e Cy, qualquer que seja (x,). De fato, o determinante da
matriz de coeficientes do sistema € r # 0, ou seja A é invertivel e o sistema possui uma unica

solugdo (LIMA, 2009, p. 263, Cor.) dada por

b—
Clza; CZZ ar.

ficando bem determinadas as constantes C; e C;. Vamos proceder agora por inducdo. Afir-
mamos que Ci(r") + Cy(nr'") = (x,), qualquer que seja (x,),cz. De fato, vamos proceder por
induc@o sobre (x,),cz+ € (X_n),cz+, separadamente. Assim, paran € {—1,0,1}, temos que
Ci-r'+C-1r' =b
Cq -rO+C2-OrO =a
b—ap
7
Para (x,),cz+, suponha o resultado para todo elemento de Z* menor ou igual a n. Assim, para

C-ril+G-—1rt=x,=

n-+ 1, obtemos
Xnt1 = pan+qan—1 =p(C1-r" +Co-nr") +q(Cy - "' +Co- (n—1)r" )
=pCy - 1"+ pCy-nr" 4+ qCy -1 +¢Cy - (n— 1)}
=C\(pr"+ g )+ Co(pnr" +g(n— 1)) = 17" + Co(n+ 1)L



63

Para (x_,),cz+, suponha o resultado para todo elemento de Z" menor ou igual a n. Assim, para
—(n+1), obtemos

Xoptl = Pd—pn+qa_n_| =
41y = @1y = pa-y =Cir™ ")+ Co=(n= 1)) = p(Cur "+ Co(=m)r )
=Ci(r= " = pr ")+ Gl(= (1= 1)) = p(=n)r ]
:Clqr—(l’H—]) +Cog(—(n+ 1))r—(n+1)
—qgiCur ) 4 Gl (4 D)y —
X (1) =Crr” "V 4 o[ (n 4 1)) D,
Ou seja, qualquer que seja n € Z, sempre podemos escrever x, = C1r" + Conr"', desde que a
equacgao de recorréncia possua uma Unica raiz r. Recordando as operacdes definidas em 3.1.8,

temos que, qualquer que seja a sequéncia (x,),cz solugdo particular da equagdo de recorréncia

(3.5), a mesma pode ser, operando coordenada a coordenada, escrita pela combinagao linear
(xn)nez = C1(r")nez + Con(r")nez.
Portanto, {(#"), (nr'")} é gerador de S. Por outro lado, fazendo
A(r")nez,+B(nr")nez = (0)nez.

resulta que Ar" + nBr" = 0, para todo n inteiro. Como r # 0, resulta que A = B = 0. Assim
{(r"), (nr"")} é LI Portanto { ("), (nr")} é base para S, desde que a equacao caracteristica (3.8)

associada a equacdo de recorréncia (3.5) possua uma tnica raiz real. [

Corolario 3.1.2. Dada a recorréncia

Xp+2 = PXp+1+gxy
Xo=a; x1 =b.

associada a sua equagdo caracteristica t* — pt —q = 0 e seja r # 0 sua linica raiz. x, sempre

pode ser escrito como

x, = C1r'" +Conr;

b—ra

ondeCi =apeCy =
r
Por exemplo, considerando a tabela 8 e o Coroldrio 3.1.1, conseguimos férmulas gerais

para as sequéncias de Fibonacci e Jacobsthal, como demonstrado logo a seguir

Solucao para sequéncia de Fibonacci

c b—sa_—_l.
1_(}’_‘52_\/59
C_ra— _L
2T (r—s) 5
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1 (1+\/§)" | (1\/5),1_(#),1(%)”

S

" —s"
fn:
r—s
Solucao para sequéncia de Jacobsthal
b—sa —1
C= = —;
! (r—sg 3
c _ra—b 1
2_(r—s)_3
1 1 2" —(—=1)" . ="
.n:—~2n——~—1n:—:> —
Jn=3 3 (=D 3 n =

Com esses dois exemplos, nos sentimos provocados a procurar um modo de reescrever
a férmula do Corolario 3.1.1. De fato, substituindo C; € C; em x,,, obtemos

b—sa , ra—b
. r +

(r—s) (r—s)

_ br'"—sr'a+rs"a—bs"

- (s—=7)

b(rt — ") — n—1 _ n—1
_ (r'" — ") — rsa(r ") .
(r—s)
b(r" —s") +qa(r~! —s”_l). (3.9)
(r—s)

expressao valida quando a equago caracteristica 3.8 possui duas raizes distintas. Como dltimo
exemplo, vamos explorar as recorréncias

En+1 = Zgn_g.nfﬁ (I)
g0=0,g1=1

X, =C1-r"+Cy-5" =

'Sn

Xn —

{ int+1 = 6z, — 9Zn—1; (H)

20=-1,21=2;

cujas equacdes de recorréncia sdo respectivamente 1> —2t+1=0e > — 6t —9 = 0. Para a
recorréncia (I), vamos determinar C; e Cy. Araizde 2 —2r+1=0ér=1.

Ci=g0=0;

— 1
c,=817180 _ 2
r 1

que, pelo Coroldrio 3.1.2 resulta em

gn=nr""=nl"=n.
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Para a recorréncia (II), a raiz de 1 — 6 — 9 = 0 é r = 3. Resulta que C; e

Ci=z2=-1
z1—rzog 2-3(—-1) 5
C = = = —.
g r 3 3
que, pelo Corolério 3.1.2 resulta em
5
2 =—1(3)"+3n(3)" = 53" 1 — 3" = 3171 (55— 3),

Da mesma forma que fizemos no caso anterior (duas raizes distintas), vamos tentar
exibir uma férmula geral para o caso de uma unica raiz para a equagdo caracteristica 3.8. De

fato, substituindo Cj e C; em x,,, seguindo o coroldrio 3.1.2, obtemos

b—ra _
't = ar + bn" !

X, =Cy-""+Cy-nr'" =ar" + —anr’' =

Xy =bnr" "t ar(1—n).

3.2 A Sequéncia de Pell

Trataremos neste trabalho de abordagens para o ensino da sequéncia de Pell, carac-
terizada pelos termos iniciais pg = 0; p; = 1, que aplicados a equagdo de recorréncia py,;| =

2pn + pn—1 dé origem aos termos listados abaixo, chamados de niimeros de Pell
(0,1,2,5,12,29,70,169,408,985,2378,5741, .. .)1.

No entanto observaremos sua versdo estendida, obtida como solugdo para n € Z da
recorréncia acima, cuja formalizacdo e consisténcia ja discutimos nas secdes anteriores € que
pode ser obtida reescrevendo a equagdo de recorréncia como p,_| = p,+1 — 2p, € calculando

os termos p_, paran € Z™", como demonstrado abaixo para —8 <n < —1

p-1=p1—po=1 P s=p_3—p_4s=29
p2=po—p1=-2 pe=pa—ps=—10
pP-3=p-1—Pp-2=95 p-1=p-5—P-6 =169

pa=pa—p3=—12 pg=pc—p7=—408

resultando na sequéncia
(pn)nez = (...,—408,169,—-70,29,—12,5,-2,1,0,1,2,5,12,29,70,169,408,...). (3.10)

Horadam (1965), Horadam (1971), Horadam (1994a), Koshy (2011), Koshy (2014)
tratam da sequéncia de Pell, tanto em sua versdo cldssica (p,),en quanto de sua versdo esten-
dida (p,)nez. Neste texto, sempre que nos referirmos a sequéncia de Pell, estaremos falando da

sequéncia estendida de Pell, salvo meng¢ao explicita do contrario.

' sequéncia A000129 em A Enciclopédia On-line de Sequéncias de Inteiros (1964)
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A sequéncia de Pell possui um interessante contexto histérico que pode se fazer ttil
tanto na compreensdo deste objeto matematico quanto na concepcao de situacdes de ensino. As
aparicoes histdricas mais antigas ao qual tivemos acesso datam da grécia antiga, relacionadas ao
problema da aproximacdo de raizes (CURD, 2004). Mais recentemente, observamos relacdes
com a geometria e teoria dos niimeros, através da equagcdo de Pell: x> — dy* = (—1)", equagio
batizada assim por Euler (1707-1783).

Reservaremos os aspectos histdricos a se¢des posteriores, onde discutiremos em mais
detalhes a evolucao dos conceitos relacionados a sequéncia de Pell. Seguiremos delimitando
alguns aspectos elementares para a sequéncia de Pell, tomando como ponto de partida a secdo
(3.2).

3.2.1 Propriedades iniciais

Definicao 3.2.1. Nomeamos de sequéncia de Pell a recorréncia de 2* ordem:

{ Pnt1 =2Pn+ Pn—1;

, nE L.
po=0; pr =1

A equagiio caracteristica associada & sequéncia de Pell é t> —2t —1 = 0 e suas res-
pectivas raizes sio s = 1 —v/2 e r = 1 + /2. O Teorema (3.1.2) garante que a tnica sequéncia
estendida que satifaz a recorréncia da defini¢do (3.2.1) € a sequéncia estendida (3.10), enquando

o Coroldrio (3.1.1) nos fornece uma férmula geral para p,, n € Z

(=) +po(r =) (=) (1Y) = (1= V2)"
pn= ) = 2 . (3.11)

Uma observagdo curiosa € o fato da equacdo geral dada acima ser constituida unicamente por

poténcias de base irracional e denominador irracional, no entanto, resultando sempre em quan-
tidades inteiras, qualquer que seja n € Z.

A partir da férmula geral acima, podemos estabelecer uma relacdo entre os termos
de p, e p_,, dado n natural. Observe na listagem a seguir que para n € N, aparentemente,
|pn| = |p—n|, alternando o sinal com regularidade, onde p,, estd escrito em azul e p_, escrito

em vermelho
(...,985,-408,169,-70,29,—12,5-2,1,0,1,2,5,12,29,70,169,408,985,...).
Lema 3.2.1. Dado n € Z e a sequéncia de Pell, vale:

pn=(=1)""p, (3.12)

Demonstragdo. Inicialmente, devemos observar que r-s = —1 e (—1)" = (—1)7". Assim,

tomando a equacdo (3.11), consequéncia do Corolério (3.1.1), temos que

—n_ —n 1 1 sT—r" —1 P g P g
(o) e mE DL S e,

Pon= 0= T =) (r=s) (=1 (r—9)
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Outra recorréncia relacionada a sequéncia de Pell é a sequéncia de Pell-Lucas, que
¢ chamada por Koshy (2014, p. 23) de sequéncia irmd da sequéncia de Pell. Isso ocorre
porque hd inimeras propriedades complementares entre essas duas recorréncias. Além disso,
essas duas sequéncias juntas oferencem uma solucao para o caso particular da equacdo de Pell:
x? —2y? = (—1)" (KOSHY, 2014, p. 40-41). Por conta desses fatos, iremos definir a sequéncia
de Pell-Lucas e discutir algumas de suas propriedades, como forma de auxiliar o estudo da
sequéncia de Pell. A defini¢do a seguir se baseia na definicao fornecida por Koshy (2014, p.
23), apenas escolhendo colocar como termos iniciais gg € g1 ao invés de g1 e g».

Definicao 3.2.2. Nomeamos de sequéncia de Pell-Lucas a recorréncia

:2 _;
{ qn+1 qn+ qn—-1 nez.

g =1 q =1

que novamente, pelo Teorema (3.1.2) a Gnica sequéncia estendida que satisfaz a recorréncia da
Defini¢do (3.2.2) é

(gn)nez = (...,577,-239,99, —41,17,~7,3,~1,1,1,3,7,17,41,99,239,577,...). (3.13)

A sequéncia de Pell-Lucas possui a mesma equacao caracteristica da sequéncia de Pell.

Assim a equacdo geral para sequéncia de Pell-Lucas é

. :(]1(Vn—sn) —l—qo(r”_l _Sn—l) _ (r” —s”)—l— (rn—l _Sn—l) _ (r”—l—r”_]) o (s”—l—s"_])
" (r—s) (r—s) (r—s)
P+ —s"(1+1)  (V2) - 5"(—V2)
(r—s) 2V2 ’

ou seja

s (V2 (1 V2)"
=" = 2 '

Do mesmo modo que ha uma relagao entre p, e p_,, podemos estabelecer uma relacao entre g,

€qg_n

Lema 3.2.2. Dado n € Z e a sequéncia de Pell-Lucas, vale

(3.14)

g—n=(=1)"qn. (3.15)

Demonstragdo. Recorde que r-s = —1¢ (—1)" = (—1)". Tomando a equagdo (3.14), con-

sequéncia do Teorema (3.1.5), temos que

1 1
_r*”+s*”_r_n+s_n_1 s”+r"_ 1 r”+s”_

4-n= 2 - 2 2 pngn g 2
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As férmulas gerais (3.11) e (3.14) também sdo chamadas de "formula de Binet" na li-
teratura especializada(DASDEMIR, 2011; KOSHY, 2011; BILGICI, 2014; CATARINO, 2014;
KOSHY, 2014). Em Alves (2017a) € possivel encontrar mais detalhes histéricos sobre desco-
berta para tais féormulas de termo geral e sobre o desenvolvimento de algumas ideias correlatas.
Mais adiante, em secdo oportuna, detalharemos o percurso histérico envolvido. De antemao,
a existéncia e caracterizacdo de formulas tipo Binet foi efetuada de modo independente por
trés matematicos: Jacques Philippe Marie Binet (1788-1865), Gabriel Lamé (1795-1870) e
Abraham De Moivre(1667-1754).

ApOs essa caracterizagdo inicial, demonstraremos a seguir algumas propriedades ele-
mentares envolvendo a sequéncia de Pell e sequéncia de Pell-Lucas.

Teorema 3.2.1. Dadas a sequéncia de Pell, para n € 7, valem

(i) Pntm = PnPm+1+ PmPn—1

(ii)) pn—m = (=1)"(PnPm—1 — PmPn—1)

Demonstragdo. Inicialmente, utilizando a solucdo geral para p,, escrever p;, como

ptm _ gntm rn—i—m—i—l _ gptm _ pgntm + Sn+m+1
Pom =" 0 = (r—s)?
rn+m+l . rnsm—H o rm—l—lsn + Sn+m+1 rnsm—H — gptm _ pgntm T rm+1sn
- 2 + 2
(r=) =)
B rn(,.m—H _Sm—i-l) _Sn(rm—H _Sm—i-l) rm(rsn _ rns) _sm(rsn _Srn)
B (r—s)? (r—s)?

(r” _sn)(rm—i—l _sm+1) N (rm —sm)(rsn . r"s)
(r—s)(r—s) (r—s)(r—s)
_ (=) (et gt L =st) ™= () ™)
(r—s) (r—s) (r—s) (r—s)
" rm—H _Sm—i-l pm_gm r—(n—l) _s—(n—l)
(=) )L Q1) (s

(r—s) (r—s) (r—s)
P—(n—1) = Pn" Pm+1 + Pm - Pn—1-

n

= Pn Pm+1 +pm'(_1)

Da mesma maneira, podemos escrever p,,_,, cOmo

prm_gn—m o pnemtl  gnem_ pgn—m y gn—m+1
Prom = T T (r—s)?
rn—m—H _ rns—m—H _ Snr—m—H _|_Sn—m—|—1 —sptm rns—m—H —I—Snr_m_H — pgtm
- (r—s)? * (r—s)?
promtl _pngmmtl _ gnpmmtl y gnemt L gnem g pngmmg 4 gnpmmy. pon—m
- (r—s)? * (r—s)?

rn(r—m—H o S—m—H) o Sn(r—m—H o S—m+l) rn—m—l o rn—ls—m o Sn—lr—m +Sn—m—l

- (r—s)2 + (r—s)?




ey r—m—i—l _s—m—H 7 r—m—O—l _S—m—',—l
_ )= ),

69

(r—s)? (r—s)?
B (rn _Sn)(},.—m—H _S—m—i—l) (r—m _S—m)(rn—l Sn—l)
(r—s)(r—s) + (r—s)(r—s)
B (rn —S”) . (r—(m—l) _s—(m—l)) N (’,—m _S—m) . (rn—l _Sn—l)
(r—s) (r—s) (r—s) (r—s)

= Pn*P—(m=1) FP-m*Pn—1= (=1)"(PnPm—1 — PmPn-1)-

Coroldrio 3.2.1. po, = pu(pPuit + Puot) = 2P2 + 2PnPu_1

Demonstracdo. Basta escrever p,., e usar o resultado (i) do Teorema 3.2.1.

Corolario 3.2.2. (Identidade de d’Ocagne)

(_ 1)mpn—m = PnPm+1 — PmPn+1

Demonstragdo.

D)™ (pnpm—1 — PmPn—1) =
D2 ppm = (=1 (puPm—1 — PmPn_1)
[pn(pm—l—l - 2Pm) — Pm(Pn—H — 2Pn>]

Pn—m

(_
(_

=(PnPm+1 — PmPnt1) = 2PnPm +2PmPn = (PnPms1 — PmPn+1)

(3.16)

(3.17)

O

Teorema 3.2.2. Dadas as sequéncia de Pell e sequéncia de Pell-Lucas, para n € Z, valem as

seguinte igualdades

(i) pn+Pn-1=qn

(ii) gn+qn-1= 2pn

(iii) ppn— Pn—1=qn—1

(V) gn—qn—1=2pn—1.

Demonstracdo. Lembremos que as raizes da equagdo caracteristica de ambas sequéncias sao

r:1+\/§es:1—\/§.Assim

(r+1)=2+v2 e (s+1)=2-V2.
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Pn+Pn—1=
I I e e e S D O )
a r—s + r—s n r—s
P R24V2) =52 -V2) V2
_ 7 =
I 2V242) s (2v2-2)
N 2.2
B r”_l(\/i—l—l)—s”_](\/z—l) B -l -r—s”_]~(—s)
- 2 - 2
st
=y =
(i1)
dnt4qn-1 =
st r”_l—l—s”_l_r"_l(r—l—l)—i—s"_l(s—l—l)
2 2 - 2
V2 F 2 V2) V2
— ; NG
V24 2) +5s 1 (2v2-2) _2r"*1(\/§+1)+s"*1(\/§— 1)
B 22 B 22
:2<r"—s”):2pn
r—=s
(iii)
Pn—Pn-1=

= Pn+Pn—1—2Pn—1=Gn—Gqn-1—Gn-2
=qn—qn-2—qn—1=2qn—1—qn—1 = qn-1
(iv)
dn —4n-1=
=qn+qn-1—2qn-1=2pn—2(Pn—1+Pn-2)
=2pp —2(Pn— Pn—1) = 2Pn — 2Pn+2Pn—1 = 2pn-1

Os resultados anteriores permintem as seguintes conclusoes
Corolario 3.2.3.

P2n = 2ann- (318)

Demonstragdo. Tomando o corolario 3.2.1

Pon =22+ 2PnPn1 = 2P (P + Pn1) = 2Pngn-
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Corolario 3.2.4. (Theon de Smyrna)

Pn+1 = Pn+qn (3.19)
qn+1 =2pn+qn. (3.20)

Demonstragdo. Para provar (3.19) basta somar as equagdes

Gn+qn—1 =2pn
PntPn-1=¢qn

Para (3.20)

Gni1 = Pnt1 +Pn=2Pn+Pn+ Pn-1=2pn+qn

Corolario 3.2.5.
gn = 1(mod 2)

Par = 0(mod 2)
p2u+1 = 1(mod 2)

Demonstracdo. Veja que g, — gn—1 = 2pp—1. Assim é imediato que g, = g,—1(mod 2). Como
go = 1, resulta que g, = 1(mod 2). Ou seja, g, impar, para todo n. Por outro lado, p, — p,—1 =
gn—1 = 1(mod 2). Assim existem ko, k; € Z tais que:
Pn—DPn—1=2ko+1
Pn—1—Pn—2 =2k + L.

Somando ambas equagdes, obtemos
Pn—Pn—2=2(ko+ki +1) = pp = pp—2(mod 2).

Ou seja
Pk = Pz(kfl)(mOd 2)
P2k+1 = Pa(i—1)41(mod 2)
lembrando que a = b(mod 2) <= b = a(mod 2), todo p, de indice par é congruente —mod 2.

O mesmo vale para p,, com indices impar. Como pg =0e p; = 1, temos que
ok = 0(mod 2)
Pok+1 = l(mod 2)

De onde podemos concluir também que py; € sempre par € pyi+1 € sempre impar. 0
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Teorema 3.2.3. Dadas as sequéncia de Pell e sequéncia de Pell-Lucas, para n inteiro, valem as
seguinte igualdades:
(i) P2yy— Pa=Gn+1dn
(ii) iy —Gn =4Pns1Pn
(i) Py +Pn=Pont1

(iv) qoiy+ 5 = 2P+

Demonstracdo. (i) e (ii) podem ser constatadas da seguinte forma

(i) : p%—&—l _p% = (pn—H ‘I’pn)(pn—H _pn> =d4n+19n-
(ii) : q,%+1 - qz = (QrH-l ""In)(Qn—H - Qn) =2Pn+12pn = 4Ppuy1Dn-

(iii) e (iv) ficam demonstradas com as igualdades abaixo:

(i) Paws1 = Plas1)in = Put1Put1 + Dabn = Doy + P2
(V) : 22041 =2Ph 1 2P = (Gn1 +n) Pust + (Gnrt — Gn)Pn =
= Gnr1Pnt1 + GnPni1 + G 1Pn — GnPn = Gni1(Pos1 + Pn) + qn(Pus1 — Pn) =
= CI%H +CI%~
]

Uma identidade muito famosa, com versdes equivalentes para outras recorréncias li-
neares como a sequéncia de Fibonacci, sequéncia de Lucas e sequéncia de Jacobsthal é a
Identidade de Catalan demonstrada logo a seguir. Exibimos uma demonstragdo similar a que
vemos em Bilgici (2014, pg. 1433, Thm 5).
Teorema 3.2.4. (Identidade de Catalan) Dada (py,)nez, € vdlida a equagdo

PE—Puirlnr=(—=1)""p2 Yn,reZ (3.21)

Demonstragdo.

pZ_p . B (rn_sn)z_ (rn+r_sn+r) ‘ (rnfr_snfr>
n n+r¥n—r —

r—s r—s r=s

R i () S G e e A )
= (r—s)? - (r—s)?
gt a2
a (r—s)2™ B (r—s)?

n,2r ng2r n(ys)"
B (rs)"r +(VS)(r§)r 2(rs)" (rs) _ (s (r2r —2(rs)" +S2r)
(r—s)? (r—s)?
L =s)?

=(=1)" o (=1)""p;-
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[
Corolario 3.2.6. (Identidade de Cassini) Dada (py,),cz, € vdlida a equagdo
Pr—Pns1Pn-1=(—1)""1, VneZ
Demonstragdo. Basta tomar a Identidade de Catalan, parar = 1. [l

E possivel organizar representagdes matriciais tanto para a sequéncia de Pell. Na pro-
xima sessao, discutiremos os aspectos gerais para realizar tais representacoes.
3.2.2 Abordagens matriciais

Bicknell (1975) e Ercolano (1979) afirmam que os niimeros de Pell podem ser gerados

também através da recorréncia a seguir

p=|*'. p=pr-
1—10a n—1~41 —

Pn+1 Pn
Pn Pn—1

], Vn € N*.

No entanto, precisamos explicitar alguns pré-requisitos.

Definicao 3.2.3. Dada uma matriz quadrada M, definimos M", para n € N da seguinte forma

M°=1d

M =M -M""!
onde 1d é a matriz identidade de ordem i.
Lema3.23. M-M" '=M"1.M n>1.

Demonstragcdo. Paran =1, temos
MM =M-1d=1d-M=M"-M.
Suponha que, para todo elemento de Z* menor ou igual a n, vale
MM =M1 M
para n+ 1 temos

M-M'=M-M-M"Y=M-(M"'M)=M-M"")-M=M"M.

Encerrando a discursdo sobre a consisténcia da Defini¢ao (3.2.3), enunciamos o resultado
Teorema 3.2.5. Dados n,m € 7" e M uma matriz quadrada invertivel. Valem as seguintes

afirmagoes

(i) M =M™ - M";
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(i) (M=1)" = (M)~
onde M—" e (M")~! sdo respectivamente as inversas multiplicativas de M e M".

Demonstragdo. (i) : Fixado m, seguitemos por indug¢do em n. O caso n = 0 € elementar, pois
M0 = pm MO =M™ Id = M = M0, Assim, para todo m € Z* e n = 1, a definicdo
(3.2.3) resulta em

M =pmmo M

Suponha que para todo elemento de Z menor ou igual a n vale
M =M™ M.
Assim, paran+1 € Z*, temos
Mm+(n+1) _ M(m+n)+1 _ M(m+n) MY =M MY = MM

(ii) : Novamente, o caso n = 0 é elementar, pois (M~ 1)? = Id = Id~! = (M®)~!. Assim, para

todom € Z* e n = 1, a defini¢do (3.2.3) resulta em
(M—l)l — L. (M—I)O M d=M = (M-MO)_l _ (Ml)—l
Suponha que para todo elemento de Z* menor ou igual a n
(Mfl)n _ (Mn)fl
Assim, paran+1 € Z™, temos
(M—l)n—i-l — L. (M—l)n — ! _(Mn)—l _ (Mn_M)—l _ (Mn—b—l)—]'
[

De posse de tais propriedades, estenderemos a Defini¢do 3.2.3 para poténcias inteiras,
delimitando o significado de M".
Definicao 3.2.4. Dado n € N e uma matriz quadrada M, definimos

M= (M,

Agora vamos voltar a discursio acerca das representacdes matriciais para os nimeros de Pell.

2
Teorema 3.2.6. Dada (p,) e a matriz P = - vale a propriedade

pr— Pt Pl e (3.22)
Pn Pn—1
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Demonstragdo. Vamos fazer a demonstracio inicialmente apenas para n € Z*. Paran =0
PO — 1 0 _ P1 Do .
0 1 Po P-i
bem como, para n = 1, obtemos
pl — 21 _|P2 D1 ‘
10 P Po

supondo o resultado vélido para todo elemento de Z* menor ou igual a n

temos

Pn DPn—1

entdo, para n+ 1, podemos escrever

10 Pn Pn—-1 1pn+1+0pn 1pn+0pn71
prtl Pn+2  Pn+1
Pn+1 DPn
Agora, para n = —1, temos que
pl_ O 1} |po pa|_ |P141 P
1 =2 pP-1 P2 P-1  P-1-1

supondo ento o resultado valido para todo elemento de Z" menor ou igual a n, temos que

P-n P-n-1

Para —(n+ 1), obtemos

P—(n—H) _ (P—l)n—H —pL. (P—l)n _

_ 0 1 P-nt1 P-n | _
_1 -2 P-n  Pnk-1
_ P-n P-n—-1 _ P-n  P-n-1 N
| P—nt1—2P—n P—n—2P—n-1 P-n-1 P-n-2

p(nt+1) P—(n+1)+1  P—(n+1) .

| P—(n+1)  P—(n+1)-1
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Tabela 9 — Algumas matrizes P,
P_3 ‘ P, ‘ P

Rl

Fonte: Autor

B | A | B | B
Lol |2 1[5 2][[12 5
o 1|1t o2 1]||5 2

Bicknell (1975) e Ercolano (1979) abordam a propriedade do Teorema 3.2.6 apenas

paran € Z*. A partir desta propriedade, podemos definir uma sequéncia de matrizes a partir

da matriz P, simplesmente colocando P, = P", para n € Z. Na tabela 9, vemos alguma valores
calculados para as matrizes P,
A partir do Teorema 3.2.6, podemos estabelecer o seguinte resultado
Corolario 3.2.7.
P,=(—1"tp-! (3.23)

Demonstragdo.
P — P—n+1 (n—1) P-n
=
| P-n P-n-1 P—(n+1)
( )'pp1 (—1 n+1 _ (_1)npn71 (_1)n+1pn
(=" "pn (= )”“p w1 (D e (1) pas

—(—1)" [pnl —Pn] _ (_1)n—|—1Pn—1'

—Pn  Pn+l

]

Note que a matriz P definida acima € diagonalizdvel e isso nos permite obter a formula
de Binet para (p,)ncz, 0 que mostra que o Teorema 3.2.6 serve como ponto de partida para uma
defini¢ao independente para a (p,),cz.

Teorema 3.2.7. (Formula de Binnet - Abordagem Matricial) Dado n € 7
rt—s"

Pn = )
r—s

2 1
onde r = (14++/2) e s = (1 —+/2) sdo os autovalores de P, = [ : O]

Demonstragdo. Inicialmente, lembramos que se uma matriz A € dita diagonalizdvel quando
existem matrizes V e D tais que A = VDV !, de modo que D é matriz diagonal dos autovalores
de A e V € matriz dos autovetores coluna de A. Além disso

A"=vD'V!' neN
Como a matriz diagonal D possui determinante diferente de 0, existe D! e

A=A Y =[(vpv ) P =vD v P =vD"v! neN
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Assim, a equacao caracteristica da matriz P; é dada por

det(Py —th) =0=1>*-2t—1=0

cujas raizes sdo justamente r = (1 ++1/2) e s = (1 —+/2), portanto autovalores de P;. Os auto-

vetores correspondentes sdo
r s
V= I Vg = I

De onde podemos afirmar que a soma das dimensdes dos autoespagos associados € igual a 2.

Dessa forma P; € diagonalizdvel e podemos escrever

_ ros 0 oS
P=P=VD'V'= N R T e
s B —
rn

n+1 7sn+l —g"
DPn+1 Dn _ - r—s r—s
- r't—s" =1 gn—1 :
Pn Pn—1 —s

De modo andlogo tomando —n obtemos

-n D e
P_n:Pr”:VD—”V”:[I i]'[ro _][ i Z_S]:
s — =

r7n+l _anJrl g
[p—n—i-l P—n ] o [ s =
- r—s" | :
P-n  P-n-1 s P

1 S}’l

—_

Ou seja, p, = para todo n € Z. [

—s
Dai concluimos que a partir do Teorema 3.2.6 podemos tomar um caminho alternativo para a
definicdo de (py)nez

A partir do exposto, devemos perguntar quais matrizes iniciais P; podem ser utilizadas
como ponto de partida para uma defini¢do matricial de (p,). As ideias evocadas nesta busca
sdo uma simplificagdo das ideias expostas em Ercolano (1979).

Observando que a férmula de Binet (3.11) € caracterizadora da sequéncia de Pell, e que

a igualdade P} = VD"V ! resulta exatamente na mesma, devemos perguntar quais matrizes A
resulta na diagonalizacdo

1 K
a—ypy-i= | TS PO S (3.24)
11 0 s EN_——

r—s r—s

onde r = (14++/2) e s = (1 —v/2). Em primeiro lugar, vamos nos preocupar com os autovalores

o

de uma matriz genérica 2x2
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obtidos através do polindmio caracteristico dado por

p(r) —det(d—xid) = | “ 7% P |22 (atd) +det(a)

c d—x

ou seja, para que a matriz A possua os mesmos autovalores r = 1 ++v/2 e s = 1 — /2 deve ser tal
que Tr(A) =2 e det(A) = —1. Desejamos que tal matriz também seja parte de uma sequéncia
matricial que manifeste os termos da sequéncia de Pell. Observando os termos desta sequéncia

obtemos as seguintes matrizes satisfazendo Tr(A) = 2 compostas por niimeros de pell

A_Za A_Oa A_la A_la
T o0 T 2 T e Tl

Para obtermos det(A) = —1, os possiveis valores para a e b sao

EER Lo |12 R
11 o0 2712 T T2

Diagonalizando tais matrizes, obtemos

1
AZ_ T _r]. [ ; 0].[ E ris ]
1
- Ca T .
m=| T 77T r 0 =
11
i 1 1 1 i 0 S i i 7 2 i
[ 2 2 1 T T T 2 1]
A | T r 0 = 2
4 1 0 s -2 %
L _ L J L r—s J
desse modo
[ 1 - +1 +1 1 -
1 1
11 0 s" - = Mmoo - =
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r—s r—s n 1 1
Ayi=| 2 2 r 0 — 2
’ 1 0 | | L 1
L r—s 2
B rn+l+rn71 sn+1+sn71 1 1
— 2 2 ] r—s 2
n n 11
L r § r—s 2
R R 1 (rn+1+sn+l) + (rn—l+sn—l) Dns1tPn—1  Gn+11+qn—1
_ 20r—s) 2 2 2 _ 2 2
L Pn 4n Pn qn
| dn Pn
| Pn 4n
(2 _ 2 a0 21 22" 21
(A4)n — r—s r—s | . . r—s 2 — r—s r—s r—s 2
n 2 1 n 2 1
B U “rs 2 s s 2
B 4(r”—s”) rt—g 1
— Erfs 2 r—s ﬁpn Pn
T 20 —s") st
e 2pn  Gn

As matrizes Az e A4 nos fornecem resultados interessantes, mas que ndo correspondem ao que
procuravamos. Ou seja, somente A; e A, sdo matrizes que podem ser usadas como termos

iniciais para uma dada sequéncia matricial A” de modo que A" exibe explicitamente p,,.

(A)' = Pr P e (A))" = Pntt Pn , para todo n € Z;
P opo | P P |

(A2)' = Po-Prd e (A2)" = Pn=t Pn , para todo n € Z.
| P1 P2 | | Pn Pntl |

No entanto, as matrizes A3 € A4 nos indicam que outras identidades matriciais podem
existir e que as mesmas podem nos fornecer propriedades extras. Por exemplo considerando os

determinantes de tais matrizes, obtemos imediatamente que

(—1)" =2(q; — p)

(—1)" = pn%qn ~2p,)

A seguir, trataremos do comportamento e propriedades de convergéncia para (p;,).

3.2.3 Convergéncia de p,1/pn-

A sequéncia de Fibonacci, célebre sequéncia numérica introduzida pela primeira vez
por Leonardo de Pisa (1175 - 1250), € famosa por estar relacionada com o niimero de ouro,

¢, famosa constante matematica usada desde a antiguidade na arquitetura por causa de sua



80

presenca recorrente em diversas estruturas simétricas tanto em geometria quanto na natureza
(BELINI, 2015).

O irracional ¢ ~ 1,6180339..., que também é chamado de Propor¢do Aurea, pode ser
encontrado a partir da sequéncia de Fibonacci, f, = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...), através
do limite lim % = ¢. Curiosamente, Belini (2015) nos diz que foi Kepler (1571-1630) que
notou pelatl ;roiomeira vez esse fato.

Assim, vamos explorar uma propriedade similar para sequéncia de Pell, ou seja, a
convergéncia de t, = py+1/Pn-

Para determinar a convergéncia, nos inspiraremos nos procedimentos exibidos por Pe-
reira e Ferreira (2008), repetidos por Almeida (2014), usados para deteminar a convergéncia de
(fn+1/fn), para o caso da sequéncia de Fibonacci.

Pretendemos utilizar o seguinte resultado sobre convergéncia de sequéncias, presente
em Lima (2007, pg. 86, Teor 4)

Teorema 3.2.8. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

. A A Pn+1
Trataremos de examinar a convergéncia da sequéncia t, = ——, Vn € Z*.

n
Inicialmente vamos determinar limites superiores e inferiores para t,. Na Tabela 10,

calculamos os 10 primeiros termos de #,, paran > 1

Tabela 10 — Valores de t, paran > 0

n th n th

1 2 2 2,5

3 2,4 4 2,416

5| 2,4137931... 6 | 2,414285714...
7 | 2,414201183... | 8 | 2,414215686...
9 |2,414213198... | 10 | 2,414213625...

Fonte: Autor

Note que ndo existe ty, pois ty = ﬁ—é = (l). Aparentemente, f,, € crescente para n impar

e decrescente para n par. Provaremos esse fato mais adiante. Partindo desta observacdo, vamos
separar t,, em duas subsequéncias: ty; € t;_1, para todo k € N*, Essa fato serd importante para
a convergéncia de t,,. Complementarmente, 10 primeiros termos de ¢,, para n < 0 sdo mostradas
na Tabela 11.

Tabela 11 — Valores de ¢, paran < 0

n U n ta

-1 0 -2 -0,5

-3 —0,4 —4 —0,416
—5| —0,4137931... | —6 | —0,414285714...
—7 | —0,414201183... | —8 | —0,414215686...
—9 | —0,414213198... | —10 | —0,414213625...

Fonte: Autor

Da mesma forma, a simples inspe¢do nos sugere que 7, € decrescente para n impar e
crescente para n par. Logo demonstraremos esse fato. Vamos separar 7, em duas subsequén-

cias: ty; € i1, para todo k € —N*. Podemos representar genericamente as subsequéncias
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mencionadas como

- Dk—25 Dk Dkt2, k445 -+
-

Dok—35 D2k—15 D2k+15 L2435
tanto para k como —k, onde k € N*.
Observando que V2 7~ 1,414213562..., os valores calculados de #, nos permitem con-

jecturar que
lim (,) = 1+ V2

lim (£,) =1-V2
n——oo
Vamos mostrar que #, € limitada e que as subsequéncias definidas acima sdo todas
mondtonas, exatamente como descrito acima.

Primeiramente vamos mostrar que ¢, € limitada. Para n > 0, como 0 < p, < pn+1,

entao
2 _ _
0<tn:Pn+1: pn+pn1:2+pn1<3.
Pn Pn Pn
Por outro lado,
r, = P—n+1 _ P—(n-1) _ _pnfl _ Pn—1 > _ Pn—1 - 0,5
P-n P—n Dn 2pp—1+pn2 2pn—1

Ou seja, t, € (0,3) e t_, € (—3,0). Assim t, € (—3,3), para todo n € Z*. Perceba

também que

tin:lkw+1:P—m—n::_Pm—n::$

—n —n Pn (3.25)

Para discutir a monotonicidade das subsequéncias, utilizaremos o seguinte resultado
Teorema 3.2.9. Dado t, = %, n € N*, as subsequéncias (ty_1) e (), k € N*, sdo respecti-

vamente cresente e decrescente.

Demonstracdo. Antes de mais nada, vamos determinar férmulas de recorréncia para as sequén-

cias t,, thy € tr_1. Podemos reescrever f,, da seguinte maneira

2 _ 1 1
tn:pn+1: Pn+ Pn Loy =24 ‘ (3.26)
Pn Pn e In—1
Note também que

1

41 = 2+ —
1tn (3.27)

th=2+
In—1

Desejamos obter féormulas de recorréncia que "pulem"dois indices, de modo que ty; € trr_

constituam subsequéncias de indices sempre pares e impares, respectivamente. De posse de
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(3.26) e (3.27), obtemos

26, +1

t 1 = =
" In f(n—1) n-1+1

At +2 Hpe L

(n—1) (n—1) (n—1)
tysl = + =24+ L |,
! <2l‘(n—1)+1> <2l(n—1)+1> <2f(n—1)+1>

de onde resulta que

f(2)
togsn =24 ———
2k+2 2y +1
L(2k—1)
bop =2+ —
2k+1 T

4 2 4 2
R Rt G VI W ) (O i (s V) N
2l‘( 2l(n—l)+1

que correspondem as equacdes adequadas para tratar as subsequéncias (fp;) € (f2x—1). Seguimos

definindo a funcdo auxiliar Z : (—0,5;0) — R, Z(x) =2+ a

1
crescente. De fato, Z'(x) = m
X

jaquet, > —0,5 sempre que n # —2

2x+1

5 > 0. A condi¢do x > —0,5 ndo causa grandes problemas,

. Afirmamos que Z(x) é

Vamos tratar agora das subsequéncias. Para facilitar a leitura, reproduzimos novamente

aqui as tabelas 10 e 11 na tabela 12.

Tabela 12 — Valores de 1,

n ta n th n ta n th

1 2 2 2,5 -1 0 =) -0,5

3 2,4 4 2,416 -3 —0,4 —4 —0,416

5| 2,4137931... | 6 |2,414285714... | -5 | —0,4137931... | —6 | —0,414285714...
7 | 2,414201183... | 8 | 2,414215686... | —7 | —0,414201183... | —8 | —0,414215686...
9 | 2,414213198... | 10 | 2,414213625... | —9 | —0,414213198... | —10 | —0,414213625...

Fonte: Autor

No caso de (fp;), seguiremos por indugdo. Para k = 1, temos que tp.1 =1y > 14 =1t7.47.

Supondo que, para todo 1,2,3,....k, vale

Dk > Di42 = D (k+1)

aplicamos Z(x) a ambos os membros de (3.28)

(3.28)

tok > tagr2 = Z(ta) > Z(tak+2) = tags2 > takra = Hig1) > bak42)

que resulta em #,; mondétona descrescente.

No caso de (fp;_1 ), novamente seguiremos por indugdo. Para k = 1, temos que 1.1 =

1 <t3 =t.o_1. Supondo que, para todo 1,2,3, ..., k, vale

Dk—1 < D1 = D(k+1)—1

aplicamos Z(x) a ambos os membros de (3.29)

(3.29)

k-1 < ta+1 = Z(tax—1) < Z(ta+1) = tak+1 < to+3 = Dy 1)—1 < Lo(k+2)—1

que resulta em #p;_ | mondtona crescente.
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Como ambas as subsequéncias ty; € tp;_1 sao ambas mondtonas e limitadas, entdo sdao

ambas convergentes, pelo Teorema 3.2.8. Suponhamos entdo que
limy, e (t2n) =1L,
im0 (t2n—1) = Lo.
Dessa forma, considerando (3.27)

l2k+1:2+$ noe L2:2+L_11
l2k:2+; L1:2+LL2

k-1

— L =L=1L,.

Ambas subsequéncias sdo convergentes para L, de tal forma que {t; } U {t2x—1)} = tn,
n € N*. Assim qualquer outra subsequéncia convergente serd obtida através do destacamento
de termos de umas dessas subsequéncias. Disso, qualquer subsequéncia de (#,), n > 0 deverd
convergir para L, onde concluimos que (t,) — L, Vn > 0. Note que L > 0, pois 0 < #, < 3
sempre que n € N*. Agora, tomando os indices negativos, ou seja 7_,,V n € N* e lembrando

que a equagao (3.25) nos diz que
1

In—1

tfn:_

Ja determinamos que (t,) — L quando n — oo. Portanto (t_,) — —% = [, quando n — oo, que
equivale dizer que —n — —oo.

Agora nos resta apenas determinar os valores exatos dos limites L e /. Inicialmente,
perceba que L-1 = —1. Entretanto, de posse da informacdo da convergéncia e a partir da equagao

Pn+1 = 2Pn+ Pn—1, podemos chegar em

DPnt1 =2pn+ pp—1 =
Pn+1 _ 2pn +pn—l

—
Pn Pn
Pn+1 :2+pn71 —
Pn Pn
1
Pril _oq (3.30)
Pn Pu-t

fazendo n — oo, da equacgdo (3.30) resultaema L =2+ 7 —> L+ =2, nos permitindo escrever

L-l=-1
L+1=2
Ou seja, L e [ sdo raizes da equagio x> —2x—1=0,onde L=1++2 el =1—+/2. Dai

limy, seo(fy) = 1+v/2
lim,, e(t_y) = 1—+/2

o sistema

O ntimero 14 +/2 é chamado de niimero de prata, que denotaremos por 8. O niimero 1 — /2

/
denotaremos por 9 .
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Boyer (1996), Almeida (2014), Belini (2015) lembram da razdo durea, ou niimero de
ouro, como uma proporcao privilegiada e conhecida desde a antiguidade, dotada de proprie-
dades matematicas e estéticas incomuns, encontrada também na natureza. O niimero de prata,
possui propriedades similares e faz parte, juntamente com o nimero de ouro de um conjunto
numérico especial chamado de niimeros metdlicos. Uma exposi¢do pormenorizada e possiveis
propriedades e aplicacdes podem ser econtrados em Vinagre (2016).

A sequéncia de Pell também pode ser encarada através de representacdes algébricas,
via fung¢des geradoras ou recorréncias polinomiais. A representacao via fungdes geradoras além
de simples, nos fornece também conexdes entre a sequéncia de Pell e problemas de contagem.
Ja a representacdo polinomial € definida via recorréncias lineares, o que induz muitas proprie-
dades correlatas com a representacdo tradicional (p,),c7. Nas duas secdes seguintes discutimos

mais detalhes a respeito desses dois modos de representagao.

3.3 Funcoes Geradoras

Funcdes geradoras sdo uma ferramenta de grande utilizade para solugdo de alguns
problemas de contagem e para representacdo e tratamento de recorréncias. Utilizaremos nesta
secao como referéncias Wilf (1994), Koshy (2014) e Mansour (2004). Segundo Wilf (1994),
fungdes geradoras s@o uma ponte entre problemas da matematica discreta e anélise, permitindo
representar objetos discretos com func¢des continuas.

Seguindo Koshy (2014) e Wilf (1994), tomaremos a seguinte defini¢cado:

Definicao 3.3.1. Se ag,ay,az,... é uma sequéncia (Definicdo 3.1.1), a funcdo geradora dessa

sequéncia é a série de poténcias

A(x) = Zanx":ao+a1x+a2x2+...+anx”+... (3.31)
n=0

Essa abordagem foi apresentada pela primeira vez por Abraham De Moivre (1667—-1754)
e o objetivo € conseguir uma série de poténcias cujos coeficientes coincidam com a sequéncia
que se deseja estudar. Dessa forma, podemos representar uma dada série (a,),cn através da
expressdo A(x). Muitas vezes podemos conseguir uma expressdo para uma func¢do geradora

apenas com manipulacdes elementares, como nos dois exemplos a seguir

Exemplo 1: Encontrar a fun¢do geradora de (ap)neny = (1,1,1,1,1,1,...)

Faca inicialmente

Ax) = Zx":1-x0+x+x2+x3~|—x4+...+x”—l—..-
n=0

Com algumas manipula¢des, podemos obter uma férmula explicita para A(x)
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I4x+2+0 . =1 x(l4x+ 2+ 5+ ) =
Ax)=14x-A(x) =

1
m,x#l.

Quando falamos de fun¢des geradoras desejamos apenas obter os coeficientes da ex-

Alx) =

pansio de A(x) como representantes de nossa sequéncia, aproveitando as propriedades apresen-
tadas pela expansao para determinar propriedades da sequéncia. A seguir, mais alguns exemplos

Exemplo 2: Dado b € R, considere a sequéncia numérica

1
ky, = ,
prtl
cujos primeiros termos de indice positivos sdo
I 1 1 1

(E7l77l$7...,w7...).

A fung¢@o geradora K (x) para a sequéncia k(x) é

X
K(x)_g+b2+ﬁ+ +bn+1+--
SRS (. S AN I DRI
b b\b b2 T bn prtl
I x
K(x) =+ .K
() =7+ - Kx) =
1
K(x):b X#Db

O préximo exemplo explora a sequéncia de Fibonacci e sua fungio geradora

Exemplo 3: Considere a sequéncia de Fibonacci

fo=0; fi=1
A fungdo geradora F(x) para a sequéncia de Fibonacci pode ser obtida do seguinte modo
(KOSHY, 2018)

{ﬁH=ﬁ+ﬁ4

F(x) =fo+ fix+ fox’ + f’, fu"
n=3
XF (x) =fox + fix* + i Jn—1x"
n=3

X*F (x) = fox? + Z fuox"
n=3

De modo que



86

[

F(x) = xF (x) =X*F (x) =fix+ (o= f) + Y (fo = fo1 = fa2)¥" =

n=3
=x+ (1 —1)x*+ i(fn—fn)x” =
n=3
F(x)(1 —x—xz) =x=F(x)= (1—;——)@)

De fato, tomando a divisdo entre 0 mondmio x e o polindmio 1 —x — x% obtemos

X

= 0P xR 2 3t s 8 13x T 218 4
(1—x—x2)

De modo que o expoente de x" indexa o termo f,. Do mesmo modo, podemos partir da func¢ao
geradora F(x) e buscar uma férmula geral para f,. Observando que r = 1+T\6 es= 1%5 sao
solucdes para (1 —x —x?) = 0 e utilizando quando oportuno decomposigio por fragdes parciais,
obtemos (KOSHY, 2018, p. 235)

F(x) T(I—x—x2) 1—(r+s)x+(rs)x2  1—rr—sx+(rs)x2
(1—rx)(1—sx)

= ( (1—1rx> - <1—1sx>>'

Fazendo uso do exemplo 2, pagina 77, onde b = 1 e trocando x por (rx) ou (sx) chegamos em

1
Fx) = — - [r(°O il 4+ 22+ P° 4+ 7%+ )
r—s

—s(SO0+ s + 2SS+ )] =
(rl —sl) 0 (r2 _SZ) (,,n+1 _Sn+1)

1
= 2+
r—s r—=s r—=s

LA

2
= fox’ + fix+ fox’ + i+ A+ L
O caso da funcdo geradora para sequéncia de Fibonacci nos fornece um caminho para demons-
trar o caso geral para recorréncias lineares homogéneas de 2° ordem. Como ja sabemos, tal

recorréncia € totalmente determinada por

an+1 = pan+qan—l
ap=a;,a =b

cuja funcdo geradora corresponde a

A(x) = ZanxnZao+alx+azx2+...+anx"+...
n=0
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Teorema 3.3.1. Seja (a,),en uma recorréncia linear de 2° ordem, homogénea. Sua funcdo

geradora é dada por

Z a,x" = M (3.32)

Demonstragdo. Partindo de A(x) =Y janx" e utilizando uma estratégia similar a que utili-
zamos para encontrar funcdo geradora para a sequéncia de Fibonacci, considere o sistema de

equacoes

( oo
A(x)=ap+ax+ arx’ + Z apx"
n=3

[

pxA(x) = pagx+ paix* + Y pay_1x"
n=3

gx*A(x) = qagx® + Z qan_x"

\ n=3

A escolha dos multiplicadores px e gx* é feita de modo que a obter somatério nulo pela identi-

dade x;,+1 — px, — gx,—1 = 0. Considere ainda a igualdade
A(x) — pxA(x) — gx*A(x) = A(x)[1 — px — gx?]. (3.33)
Desse modo, a partir das equagdes do sistema e considerando ag = a € a; = b, podemos escrever

A(x) — pxA(x) — g®A(x)
= ap + (a1x — pagx) + (axx® — pa1x* — qagx®) + Z apx" — Z pay—1x" — Z qan—x"
n=3 n=3 n=3

oo

=a+ (b—ap)x+ (pb+qa—pb—qa)’+ Y (an — pan—1 — qap_»)x"

n=3
=a+ (b—ap)x.
Considerando (3.33)
a+(b—ap)x
S Al e
(1 —px—gx?)

]

Esta identidade pode ser encontrada também em Horadam (1971, p. 247). Do mesmo
modo partindo de (3.32) podemos recuperar a informacd@o sobre a recorréncia. Perceba que o
denominador 1 — px — gx* pode ser reescrito utilizando as raizes r,s da equacdo caracteristica
x? — px — ¢ para a recorréncia linear de 2° ordem homogénea acima, pois p =r+se —g = rs.
Assim
a+(b—ap)x a+ (b—ap)x

AW =G F s ()~ (1= (1—s1)

[ wm) I

_ Zo (b(rn — ") —ag(r"! —s"—1>) y

r—s
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Que corresponde a formula de Binet generalizada obtida anteriormente. Em particular, para a
X

sequéncia de Pell, a fungdo geradora é dada por P(x) = m Utilizando uma divisao
—2x—x
longa de x por (1 —2x —x?), obtemos
Px) = = x4 222+ 5%+ 1204 +296° + 7025 + ... (3.34)
(1—2x—x?)

Da mesma forma, se considerarmos a sequéncia de Pell para indices negativos
(p—n)nen = (0,1,—-2,5,-12,29,—70,169, —408, . ..)

a func¢do geradora correspondente pode ser obtida reescrevendo a recorréncia p,, 1 = 2pn + pn—1

COMO p,_1 = Pp+1 — 2Py € substituindo n por —n, de modo que

P(nt1) = —2P-n+P_(n-1), n =1
po=0;p_1=1

fazendo uso da equaciao (3.32), obtemos (BOUSSAYOUD, 2017, p. 7, Thm 3.3)2

(o)

P)=Y (pa)t" =

n=0

X

— 2 3 4 5 6
(14 2x—x2) =x—2x"+5x" —12x" +29x° —70x° +...  (3.35)

que corresponde a funcdo geradora para (p_,),cn. Também é verdade que
P(—x) = —P.(x) (3.36)

igualdade que pode ser justificada com a seguinte passagem

_ (=) _ X _
B TR e e Rl e ) Bl

De posse das fungdes geradoras de para ) > o pu,x" e )~ o p—,x", podemos destacar as

Lema 3.3.1. )
> 2x
2n
- 3.37
nZOpznx ol (3.37)
. 2
(2n+1) — X(l —X ) 3 38
n;,p@”“)x 1—6x2 + x4 (3.38)

Demonstragdo. Observe que

P(x) = x4 2x% +5x° + 12x* +29x° +70x° + 169x” + 408x% ...
—P(—x) = x—2x* +5x° — 12x* +29x° — 70x% 4 169x” — 408x% ...
P(—x) = —x+2x* — 52> + 12x* —29x° +70x° — 169x” +408x% . ..

2 Boussayoud (2017) apenas substitui x por —x em (3.34) para obter o resultado. No entanto, temos a inten¢io

de utilizar a equag@o geral (3.32) obtida no desenvolvimento.
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Para demonstrar a equacgdo (3.37), basta escrever

Plx)+P(—x) 17 x N —x 1 2x?
2 C2[(1—=2x—x2)  (1+2x—x2)| 1—6x2+x*
Para a equacdo (3.38), faca
Plx)—P(—x) 1] x N X 1 x(1—x?)
2 T2 (1 =2x—x2)  (1+2x—x2)| 1—6x2+x*

O

Para os préximos resultados, tomaremos como apoio o resultado central de Mansour
(2004, p. 208, Thm 1.1) cujo objetivo € discutir as férmulas gerais para funcdes geradoras do
tipo ).~ wkx, onde denota w, a sequéncia de Horadam (HORADAM, 1965). A sequéncia de
Horadam é uma generalizag@o para recorréncias lineares de 2% ordem, homogéneas.

Em particular, nos interessa as fungdes geradoras do tipo }7" pnx Mansour (2004)
nos fornece tanto o comportamento geral para o caso da sequéncia w,, como também entre as
aplicacOes particulares as fungdes geradoras para Y ,° p’,‘lx” para diversos valores de k. Por
exemplo, para k = 1,2, 3,4 temos como verdadeiras as igualdades (MANSOUR, 2004, p. 211)

Zplx”— Zi—xz)

x(1—x)
an (14+x)(1 —6x+x2)

x(1 —4x —x?)
Zp (1+2x—22)(1— ldx — 22
Zp4xn= x(14x)(1 = 14x+x?)

—x)(1+6x+x2)(1 —34x — x2)
Deduziremos as funcdes geradoras para as subsequéncias py, € pa,+1,7 € N. Antes precisamos

como resultado auxiliar encontrar a fungio geradora para 7'(x) =Y~ | pppp—1x"

Lema 3.3.2.
2x2

n __
;p”p””x T 01 —6xt22)

Demonstragdo. Chame T (x) =Y, pppn—1x". Disso segue que
Z PnPn— X"
n=1
= Z Pn— 1x+an 1Pn— 2x
n=1 n=1

||
MS

lxn +xzpn 1Pn— an

n=1

= an X +x2pn 1Pn2X""1 4 pop_12°
= n=2

B 2x%(1 —x)
~ (1+x)(1—6x+x2)

+xT (x).
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De onde concluimos que

2x%(1 —x) 2x?
T 1—x)= T(x)=
O =%) = 50 et ) S e e
[
Teorema 3.3.2.
i R 1—x%
2n+14 —
~ 1+x)(1 —6x+x2
Z o 2x
L Pt = e )
Demonstragdo.
Y i =Y proX'+ Y prx”
n=0 n=0 n=0
1 (o] oo
== Z P;%Hxnﬂ + Z pax"
X n=0 n=0
B (1 —x) N x(1—x)
(14 (1 —6x+x2)  (14+x)(1—6x+x2)
B 1 —x?
 (14x)(1 —6x+x2)
Y ponxd =2Y pix* +2Y pupa_ix”
n=0 n=0 n=0
B 2x(1—x) N 4x?
(14 (1 —6x+x2)  (1+x)(1—6x+x2)
B 2x
(1 —6x+x2)
0

Na préxima secdo, delinearemos outra abordagem polinomial para representacido da

sequéncia de Pell.

3.4 Polinomios de Pell

Uma outra maneira de utilizar polindmios para representar uma recorréncia linear (aj)
¢ justamente construir sequéncias de polindnios [a,(x)],cn de modo que a,(x) atende a uma
equagao de recorréncia linear andloga a a,. Horadam (1994b), Horadam (1996b) oferecem uma
defini¢do geral baseado na generalizacdo (wy,),cn de Horadam (1965) para recorréncias lineares
de 2% ordem, homogéneas
Definicdo 3.4.1. (Horadam (1996b, p. 215)) Dados b(x), p(x) e q(x) mondomios de grau 0 ou

1, denominamos wy(x) de polinémio de Horadam

{ Wit (x) = p(X)wa (%) +q()wp—1(x), n> 1 (3.40)

wo(x) = a; wi(x) = b(x)



91

Para facilitar a leitura, adotaremos a notagdo a, para nos referimos a qualquer polindmio a(x).
Assim escreveremos b(x), p(x) e g(x) como by, py e g,. Na tabela 13 vemos os 6 primeiros

polindmios de Horadam com indices nao negativos.

Tabela 13 — Poliné6mios de Horadam
wo(x) | a
wi(X) | by

2 X) bypx+aq,
3(x) | by [p)ZC + gx] + a[pxg:]
4(x) | by [Pi +2pyqx] + a[l’;%‘lx + q)%]

ws(X) | bi[py +3p2qx+ 2] +alpia. +2pxq?]
Fonte: Autor

S 23

NN N /N

Sobre os polinomios de Horadam, definidos pela recorréncia (3.40), observe que supondo a

existéncia de w_1 (x), obtemos as igualdades

wi(x) = pxwo(x) + qaw—1 (x) =
by = apx+qxw—1 (X) =
_ bx - apx
qx
Reescrevendo a equacdo de recorréncia presente em (3.40) como

w_1(x)

W1 (x) = W"+1<X>q—xpan (x)

e repetindo o procedimento anterior, obtemos os polindmios da tabela 13.

Tabela 14 — Polindbmios de Horadam n = —1,—2, -3, —4, —5.

w_1(x) | g - [bx+a(—px)]

W—Z(X) Q;z' [bx(*px)+a[(*px)2+qlr“

w_3(x) q;3 ) [bx[(_px)z +qx] + a[(_Px)3 +2(—px)gx]]

Woa(X) | gt [be[(=px)’ +2(=pa)ga] +al(=p)* +3(=px)*qx + 3]

W_s(x) | ¢, - [bxl(=px)* +3(=p)*qu + 3] +al(=pe)’ +4(=px)’gx +3(=px) 4]

Fonte: Autor

Resultando na sequéncia estendida para os polindmios de Horadam. A partir de agora, toma-

remos [wy(x)],cz ao invés de [wy,(x)],en. Seguindo Horadam (1994b), a equagéo caracteristica

para [wy(x)],ez é

12— pit—ge=0 (3.41)

cujas raizes sao

X

_ Px+ v p)2c+4CIx
2
Px—/ p)2c+4CIx

2

Iy =
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que resultam nas propriedades

Sy +Fry = Px
SxTx = —Yx (3.42)

Sx —I'x = \/p,%+4qX:AX

Partindo do coroldrio 3.1.1, a férmula de Binet para [w,(x)],cz podemos escrever

be(st — ) +age(sy™' =71
Ay

wp(x) = (3.43)

Escrevendo by = b-x¢, py = p-x° e gx = q-x/, e fazendo x = 1, chegamos a conexdo entre
[Wn(x)]HGZ € (Wn)nEZ
Teorema 3.4.1. Dado wy(x) enésimo termo da sequéncia [wy(x)],cz, a soma de seus coeficien-

tes ¢ igual a w,. Em outras palavras

wp(1) =wy,

Demonstragdo. Observe que devemos ter wy(x) = ax" +a,_1xX" ' +... 4+ ajx +ag, para al-
guma lista a,,a,—_1,...,a1,ap. Desse modo w,(1) =Y a;, qualquer que seja n € Z. Por outro
lado, fazendo x = 1, a recorréncia 3.4.1 se torna

{ Wnt1 (1) = pwp (1) +gwp—1 (1), n> 1
wo(l)=a; wi(1)=b

ja que by, py € g, sdo mondmios, o que faz a sequéncia de polindmios [wy,(1)],cz coincidir com

a sequéncia de Horadam na definicdo 3.1.3. [

Horadam e Mahon (1985) e Koshy (2014) definem os polinémios de Pell e polinémios
de Pell-Lucas da seguinte forma
Definicao 3.4.2. Chamamos de polindémios de Pell a sequéncia de polinémios [p,(x)],cz dada
pela recorréncia
{pn+1<x> = 20pn () + pu-1 (2), G

po(x) =0; p1(x) = 1.

Definicio 3.4.3. Chamamos de polinémios de Pell-Lucas a sequéncia de polindmios [q,(x)],cz

dada pela recorréncia

(3.45)

{ qn+1 (x) = 2an(x) +qgn-1 (x),
go(x) =2; p1(x) =2x.

Na tabela para 15 encontramos os polinomios de Pell e os polinomios de Pell-Lucas calculados
paran =0,...,6. Observe que de fato, a soma de seus coeficientes correspondem ao niimeros

de Pell e niimeros de Pell-Lucas para cada n.
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Tabela 15 — Polindmios de Pell e Pell-
Lucas paran =0,1,2,3,4,5,6.

n | p,(x) qn(x)

0[0 2

11 2x

2| 2x 4> +2

3| 4x2+1 8x3 + 6x

4 | 8x3 +4x 16x* 4 16x> +2

5| 16x*+12x2+1 | 32x° +40x° +10x

6 | 32x° +32x3 +6x | 64x° +96x* +36x% +2

Fonte: Koshy (2014, p. 255)

Do mesmo modo, podemos calcular os termos negativos para os polinomios de Pell e polino-

mios de Pell-Lucas, caracterizando suas respectivas sequéncias estendidas. Vemos um exemplo

paran = —1,...,—6 na tabela 16. Observe novamente a que a soma dos coeficientes de tais

polindmios correspondem aos respectivos py, € gp.

Tabela 16 — Polindmios de Pell e Pell-Lucas
paran=—1,-2,-3,—4,-5,—6.

n | pa(x) qn(*)

-111 —2x

-2 —2x 4x* +2

-3 |4 +1 —(8x® 4 6x)

—4 | —(8x +4x) 16x* 4+ 16x> 42

=5 | 16x* + 1242 + 1 —(32x° +40x> + 10x)
—6 | —(32x° +32x3 4 6x) | 64x5 4+ 96x* +36x% +2
Fonte: Autor.

Considerando que [p,(x)] e [gn(x)] s@o casos particulares de [w,(x)], obtemos entdo

que

cujas raizes sao

2 —2xt—1=0 (3.46)

sy =x+Vx2+1
re=x—Vx2+1

que resultam nas propriedades

Sy +ry=2x

S Try=—1

Sy =22+ 1 =A, (3.47)
s;' = —ry; rol = —Sx

s§:2xsx+1; r)% =2xry+1
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e como férmulas de Binet para p,(x) e g,(x), obtemos

n

- (x—i—\/xz—i—l)”—(x—\/xz—l—l)”‘

S

x) = = 3.48
(st =) +2(si =) 2t s =2 4
Qn(x) = A = A
X X
B sﬁZ(x—f—s;l) —r2(x+ r;l) B SN2(x —ry) — ri2(x —sy)
B Ay - Ay
_ SZ(AX) _r)rcl(_AX) —
Ay
gn(X) =st+rl=x+V2+1)"+x—Va2+1)". (3.49)

Observando as tabelas 15 e 16, podemos conjecturar, de modo andlogo as sequéncia

de Pell e sequéncia de Pell-Lucas, que existe uma relacdo entre [p,(x)] e [p—n(x)], bem como

entre [gn(x)] € [g-n(x)].
Teorema 3.4.2. Dados [p,(x)|sen € [gn(X)]nen, valem as seguintes igualdades

[P—n(x)] = (=1)" " [pa(x)] (3.50)

[g-n(0)] = (=1)"[gn(x)] (3.51)

Demonstragdo. Basta escrever

(4 VR (VD)

gn(x) = (x+Vx2+1)""+ (x— \/xz——H)*”

e proceder de modo semelhante a demonstracdo dos lemas 3.2.1 e 3.2.2. [l

3.4.1 Propriedades de [py(X)|nez € [qn(X)]nez

Note que as sequéncias [wy (x)]nen, [Pn(X)]nen € [gn(x)]nen sdo definidas por recorrén-
cias lineares de 2% ordem, homogéneas. Portanto as propriedades estudadas na se¢@o 3.1 podem
ser aplicadas a tais polindmios.

Uma propriedade interessante mostrada em Horadam e Mahon (1985, p. 9) é
Teorema 3.4.3. Dados [p,(x)],cz € [qn(X)]nez

dqn (x)
dx

= 2npy(x).
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Demonstracdo. Considerando as equacdes (3.48) e (3.49), basta escrever

) e VP ()| e VD1 2| =

V2D (Va2 +1+x) o= V2D (x— V24 1)

- Vx2+1 a 2 +1 )| =
| GV V)

2vVx2 41

Corolario 3.4.1. O grau do polinémio q,(x) é maior ou igual a p,(x)

d
Demonstracdo. Ou gy(x) é constante (grau 0) ou possui grau n # 0. No primeiro caso qc,; (x) =
X

2npy(x) possui grau 0 e portanto p,(x) possui grau 0. Se g, (x) possui grau n, 2np,(x) é grau

no maximo (n—1). O

Teorema 3.4.4. Dados [p,(x)|,cz € [qn(X)]|nez, valem as seguintes relacoes (HORADAM; MAHON,
1985, p. 8)

(i) Put1(x) + pu—1(x) = gu(x) = 2xpn(x) +2pp—1(x)
(1) Gns1 () +gn1(x) = 4(x> + 1) pa(x)
(iii) pn(x)qn(x) = p2n(x)
(iv) pur1(x)? = pu—1(x)? = 2xp2n(x)
(v) pu(x)? = ppir(X) pu—r(x) = (—=1)""" (Identidade de Catalan para [py(x)].)

Demonstracido. Considere as raizesde > —2xt —1=0, s, =x+vVx2+ler,=x—Vx2+1.

(i)

n+1 +1 n—1 —1
st —rht s — "

Pn+1(X) + pp—1(x) = + = L=
:s;’(sx—f—s;])—f—r;l(—rx—r;]) _ st (Ax) + 1 (Ay) _
Ay Ay

= sy + 71y = qn(x)

a segunda parte de igualdade € conseguida apenas aplicando a equagdo de recorréncia

Prt1(X) + pa—1(x) = 2xp,(x) + pr—1(x) + pp—1(x) = 2xpu(x) +2pu—1(x).
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(ii)
Gnt (X) + g1 (x) =5 T T T = st s ) A (e )
§h—
(80~ () = 3 (1)
Ay
:4()62 + 1)pn(x)
(iii)
s 2n r2n
Pn(X)gn(x) = ——= - (sk +7}) = “——— = pa(x)
Ay Ay
(iv)
5 5 Sn—H _rn—H 2 Sn—] _rn—l 2
_ — > X x> X
a0~ oy = () (R
B et ) Bl Gt
(Ay)?
(A (A
(Ar)?
2n 2n
s —r
:2 A X X
* ( (A2 )
=2xpon(x)

(v) Andlogo ao caso de (p,),cz, presente no teorema 3.2.4.

]

Do mesmo modo, podemos obter as seguintes identidades, similares ao caso ja de-
monstrado para (p;,)
Teorema 3.4.5. Dadas as recorréncias polinomiais [p,(x)] e [qn(x)], n € Z, valem as seguintes
identidades

(i) pn—i—m(x) = pn(x)pm—i—l (x) + pm (x) pn—1(x)

(it) pr-m(x) = (=1)"[Pn(¥) Pm—1(x) = pi(¥) Pn—1(x)]

‘ ¥ = Gntm(X) = (= 1)"qn—m(x)
(iii) pn(x) - pm(x) (Ay)?

(iv) Pu(x) - qm(x) = Paym(x) + (=1)" pp—m(x)

(V) qn(*x) - @m(x) = Gnim(x) + (=1)"Gm—n(x)



Demonstra¢do. (i) Andlogo ao caso (i) do teorema 3.2.1. Resumidamente

1 +m+1
Axs§+m — Axr)’ﬁm B s§+m+ — rxs)’frm — sxr;”m +
2 - 2
AX A)C

Pntm(X) =

97

m+1._n
+Sx Ty

1 1 1 1 1
sl — et — g +S§Zrﬁ” — Sy T — s
2 2
A Ax

X

= Dn (x)pm—i-l (x) + DPm (x)pn—l (x)

(ii) Andlogo ao caso (ii) do teorema 3.2.1. Alternativamente

Prn—m(X) = Ppi(—m)(*) = pn(X) P—m1(x) + P (X) pu—1(x)
= Pn(X)P—(m—1)(X) + P—m(X) pn—1(x)
= pu()(=1)" pin—1(x) + (= 1)" " pr(x) pu—1 (x)
= (=1)"[pn(x) Pm—1(x) = pm(x) pn—1(x)]

os proximos resultados podem ser encontrados em Horadam (1996a, p. 71)

(iii)
e et B A e e S
Pn(%) - pm(x) = A, A, (Ay)?
(s ) =
(Ax)?
_ S;H—m_(_l)ms;l—m_(_l)mrjcz—m_’_r;l-i-m
(Ax)?
S — ()M
(Ar)?
_ Gntm(x) = (=1)"gn—m(x)
(Ax)?
(iv)
s — Sn+m rn+m +Snrm ism
Pa(x) - (x) = 2[5 4] = 2 N ——
X X
S (s ) = ()
Ay
n—+m rn—l—m —_1)mght—m _ (_1)myn—m
S (1) (1)
Ay
B G Vi et )
= Ax
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" Gn(x) - qm(x) = (sy+r0) (¢ + ) = sy sl s ™
= (S ) Sy (s )M ()
= [ ] (1)
= qnim(x) + (=1)"qm—n(x)
0
Corolario 3.4.2.
P2n(x) = Pa(X)[Pns1(x) + pu1 (x)] (3.52)
= 2p(%) + Pu(X) pu—1(x)
Corolario 3.4.3. (Identidade de d’Ocagne para [p,(x)])
(=1)" pn-m(x) = pn(x) P4 1(x) = pin(x) Pu1 (x) (3.53)

As demonstragdes para as identidades (3.52) e (3.53) sdo andlogas ao exibido nos coroldrios
32.1e3.2.2.

A recorréncia [p,(x)] tal como (p,), possui da mesma forma manifesta¢des matriciais
com igual potencial de substituir a defini¢do 3.4.2. Nas proximas se¢des discutiremos essas

representagoes.

3.4.2 Representaciio Matricial para [pp(X)|nez

Horadam e Mahon (1985) nos apresentam, de modo andlogo ao ja discutido para

(Pn)nez, a matriz

= —1 ou seja, existe P(x) "' e

[ 2% 1 ]
_ (3.54)
(x)]

Tal como a matriz P; na segdo 3.2.2., det[P

-1 _
Px)™ = [1 —2x]' (3.55)

Do mesmo modo que na se¢do 3.2.2., dado n € N e considerando as defini¢des 3.2.3e¢3.2.4¢e 0

teorema 3.2.5, via indug@o chegamos a conclusio de que

n__ Pur1(x)  pa(x) .
P(x)" = [ 2D Prot () ] (3.56)

P-n(¥)  P-ni1)(¥)
de onde podemos definir uma nova sequéncia de matrizes de modo que [P,(x)] = P(x)", Vn € Z.

Alguns elementos da sequéncia de matrizes [P,(x)] sdo exibidos na tabela 17.
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Tabela 17 — [P,(x)] para —4 <n < 4

n P, (x)
u [4x2+1 —8x° —4x ]
—8x —4x 16x*+ 1242 +1
3 [ —2x 4x% + 1 ]
) 4> +1 —8x3 —4x
5 { 1 —2x ]
—2x 4xr+1
0 1
! [1 —2x]
10
0 [0 1
2x 1
| o)
5 4 +1 2x
2x 1
3 [8x3+4x 4x2+1]
432 +1 2x
4 [16x4-|—12x2+1 8x3+4x]
8x3 +4x 42 +1

Fonte: Autor.

A diagonalizacgdo efetuada na se¢do 3.2.2., a demonstracdo da férmula de Binet para (p,) e a
discursdo sobre quais matrizes satisfazem as condi¢des de formarem uma sequéncia matricial
do tipo A" ocorre de forma similar para as matrizes [P,(x)]. Repassaremos de modo resumido
esses fatos para as matrizes P,(x) e seguiremos em busca de novas propriedades relacionadas a
tais matrizes.

O polindmio caracteristico para matriz P; (x) é

det[Py (x) —tld] = 1> — 2xt — 1

que resultam em sy = x+Vx%2+1 e r, = x — vVxZ+ 1 como autovalores resultantes e [sy 1] e

[rx 1]F como os respectivos autovetores. Assim

0
Pi(x) = Sx Tx | | Sx )
1 1 0 ry
0 que implica em

n 1 1 Sn+l_rn+l S
P=|% 0w s o AT A
" 11 0 M Iy =% Sy slent!

x A A

e finalmente, por motivos andlogos a 3.2.2., somente as matrizes

oL

possuem tais propriedades.
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3.4.3 Sobre propriedades de convergéncia de [py(x)]

Lembre que [p,(x)] pode ser dado pela férmula de Binet

(x+Vx2+1)"— (x—Vx2+1)"
2Vx2+1
Pny1(x)

Nesta secao vamos discutir qual o comportamento de REE quando n cresce ou des-
n

[pn(x)] =

cresce ilimitadamente. Procederemos com nossa discurssdo em dois casos: x € Rj excR*.
O caso x = 0 serd excluido pois p,(0) =0, Vn.

Teorema 3.4.6. Considere a sequéncia de polinomios de Pell dados pela formula

(o VEF L) — (1= VA1)

x)|l =
Para x € R, vale
(i) lim Pnt1(x) =g (ii) lim Pr+1(x) =7
oo Pn(%) X n—s—oco Pn(¥) *
Para x € R* vale
(iii) lim 21 — (iv) lim 21 _ ¢
oo Pn(%) X n—s—oco Pn(¥) *
Demonstragao. 1. Tome x € RY.

Como x > 0, entdo vVx2+1 > 1. Assim
(x+Vx2+1)>1
por outro lado

0<*+1<(x+1)P? =
0<VR2+1<x+1=—
1< V2 11<0=
—1§x—\/x2—+1§x:>
—1<x—V2+1<0,

pois em todo caso vx? + 1 é negativo. Assim [x—v/x?>+ 1| < 1.Ocaso |x— Vx> +1| =1
somente ocorre quando x = 0. A partir disso podemos afirmar que

n— o= (x—vVx2+1)"—0.
n— o0 = (x+vVx2+1)" — co.

Finalmente podemos concluir que
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n—oo

(i) lim { Palx) } — lim

VA F Va2t |
(VR (= Va4 1)

= (x+Vx*+1)=s,.

N——oo Pin—l(x) n—1(x)
[ VR o VR
T [ AT A

(ii) lim [ Pu(%) }: lim {%}
1

" im (x+vx2+ VA
s 1
2 4+1

T e

ou seja,
lim [ Pal) ] =@x—Vx2+1)=ry
=== | Pn 1()6)

2. Tome x € R*
VX2H+1>1=—= —vVx2+1<—1.Comox<0,entiox —vVx2+1< —1.

Observe que /x+y < y/x+,/y. Como x* > 0, entdo vx2 + 1 < |x| + 1. Por outro lado,
como Vx?+ 1 > 0, temos que

X< VX+l=0<x+Vx2+1<x+x|+1=1,

pois x + |x| = 0 ja que x < 0. Em resumo

0<x+Vx2+1]<1
(x—Vx2+1)<—1

Assim

n— o= (x—Vx?+1)" — —oo.

Finalmente podemos concluir que

(i) lim { P¥) }: im | VAL
Pn—1(x) (x—vVxz+1)1

{ n—oo= (x+vx’+1)"—=0

n—pc0 n—-oo

(ii) lim { Pal) }: lim {p_—gx)] = (x+Vx2+ 1) =s,.
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Tabela 18 — Convergéncia de %
[Pa(®)]/[Pra1(x)] | x>0  x<0
n— oo Sy Ty
n— —o Iy Sy

Fonte: Autor.

Podemos ver uma sintese dos tltimos resultados na tabela 18.
A seguir, discutiremos os aspectos historicos sobre a sequéncia de Pell e seus conceitos
correlatos. Tentaremos exibir as motivagdes conceituais e discutiremos a estrutura € processo

de construcdo das ideias envolvidas.

3.5 Contexto historico

Discuriremos nesta se¢ao os aspectos histéricos relacionados a sequéncia de Pell. Exi-
biremos o percurso histdrico da sequéncia de Pell, desde as suas manifestagdes mais antigas até
o final do século 19, quando Lucas (1891) define as sequéncias de sequéncia de Pell e sequéncia
de Pell-Lucas. De passagem, comentaremos também sobre John Pell, matemético que empresta
seu nome a sequéncia, bem como de outras personalidades relacionadas com a sequéncia de
Pell.

Inicialmente, apresentaremos manisfestacoes antigas da sequéncia de Pell em algo-
ritmos de aproximacdo a /2. Esta propriedade esté relacionada ao que discutimos na segio
3.2.3. De antemado, adiantamos que isto esta relacionado com um caso particular, e classico, da
Equacdo de Pell: x> —dy* = 1. Civilizagdes antigas como gregos e hindus ja sabiam resolver
equacdes diofantinas do 1° grau e alguns casos particulares do segundo grau, em particular, para
a Equacdo de Pell.

Seguiremos procurando as manifestagdes para sequéncia de Pell no periodo pds renas-
cenga, apds o século 15. Nesse ponto, discutiremos quem foi John Pell e como os matemaéticos
da época tratavam o tema. O tema ird passar novamente através da Equagdo de Pell, pois neste
periodo muitas descobertas perdidas na antiguidade foram refeitas, sob uma nova notagdo e
motivacoes diversas.

Finalizaremos nossa descri¢do passando por Lucas (1891) e alguns de suas aparicoes

em publicacdes do século 20 e 21.

3.5.1 Aparicdes na antiguidade e aproximacdes a /2

A sequéncia de Pell ja era conhecida na antiguidade grega por volta de 100 d.C., como
parte de um antigo algoritmo para criar sucessivas aproximacdes a v/2, conhecido como escada
de Theon. Carvalho (2010) nos fornece a seguinte defini¢do, de natureza recursiva, com o

objetivo de gerar tais aproximacdes
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Definiciio 3.5.1. Chamamos de escada de Theon a recursio’

Vn = Vn—1t+qn-1, (3.57)
qn = Vn—1+t"Vn. (3.58)

comvi=q;=1lenecN

A Tabela 19 apresenta v, e g, paran=1...8.

Tabela 19 — Os 8 primeiros valores para v, € gj,.

n=1 V1:1 q1:1
n=2|vw=vit+q=1+1=2 G =vi+v,=14+2=3
n=3|m=m+qp=2+3=5 gs=vr+v3=2+5=7
n=4|v=vi+qg3=54+7=12 gs=vit+vs=5+12=17

n=5|vs=w+qs=12+17=29 gs =va+vs =124+29 =41
n=06|ve=vs+q5 =29+41=70 g6 = V5 +v =29+70=99
n="7|vi=ve+q6="T70+99 = 169 q7 =ve+v7; =704169 =239
n=8|vg=v74+q7=1694239 =408 | g3 = v; +vg = 169 +408 = 577
Fonte: Baseado em Carvalho (2010, p. 17)

As aproximacdes 2 v/2 sdo obtidas mediante o quociente 1, = 3—", conforme exibimos na Ta-
n

bela 20. A propriedade de convergéncia discutida aqui estd garantida na secdo 3.2.3. Perceba

também que a Escada de Theon coincide com o corolério 3.2.4.

Tabela 20 — Razdo t,, = ‘VI—Z

n qn | Vn tn

1 1 1 1

2| 3 2 1,5

3| 7 5 1,4

4| 17 | 12 1,416...

5| 41 29 | 1,41379310...
6| 99 | 70 | 1,41428571...
7 1239|169 | 1,41420118...
8 | 577 | 408 | 1,41421568...

Fonte: Baseado em Carvalho (2010, p.
17)

Theon de Smirna viveu entre aproximadamente 100 depois de Cristo foi um matema-
tico grego. Nao temos certeza se a escada de Theon foi uma contribui¢do original de Theon
de Smirna ou se 0 mesmo apenas compilou e formalizou conhecimentos ja existentes na época,
mas sabemos que ele realizou comentarios sobre inimeras obras matematicas da grécia antiga.
(HEATH, 1921)

Voltando a tabela 20, observamos que, no 6° passo, ja obtemos uma aproximacgao de 4

digitos para a v/2 &~ 1,414213562... . Observe que os valores de v, correspondem a sequéncia

3 Carvalho (2010) utiliza y, e x, como notacio para as sequéncias que aqui nomeamos respectivamente de g,

e v,. Fizemos essa mudanca de notacdo para manter a coeréncia e clareza entre os elementos matematicos
presentes no texto, de variadas origens, no entanto, conservando a concordancia com o texto do citado autor.
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de Pell, (p,), para os valores calculados e que os valores de g, correspondem a sequéncia
de Pell-Lucas, (q,), novamente para os valores que foram calculados. De fato, observando
a defini¢ao recursiva para a Escada de Theon, podemos reescrever as sequéncias ¢, € v, da

seguinte maneira

Vi = Vp—1 + ¢n—1 = Substituindo (3.58) em (3.57)

Vi =Vp 1+ V1 V2=

Vo = 2Vp—1 + Vy_2. (3.59)

Da mesma forma, para ¢,, podemos obter

gn =VntVp-1 =

gn =Vn+tVp2+qn2=

qn =2Vp—1 +Vn—2+Vn2+qn-2 =
Gn =2V 1+ 2V 2+ g2 =

qn = 2(Vn71 ‘|’an2) +gn2—

Gn = 2qn—1+qn—2- (3.60)

De modo que podemos reescrever as duas sequéncias v, € g, da escada de Theon segundo duas

relacdes de recorréncia independentes

vi=1 q1 =1
V) = 2 q2 = 3
Vi =2vy_1+ V2. qn = 2QH—I +qn-2-

Ou seja, sequéncia v, corresponde a defini¢do 3.2.1 para sequéncia de Pell, bem como a recor-
réncia g, corresponde exatamente definicdo 3.2.2 para a sequéncia de Pell-Lucas. Ou seja, a
sequéncia de Pell e a sequéncia de Pell-Lucas ja figuravam em alguns procedimentos matema-
ticos importantes na antiguidade.

Outro algoritmo equivalente € apresentado pelo sdbio grego Hierdo. Carvalho (2010)

analisa os detalhes deste algoritmo, que em termos modernos pode ser dado por

Uk
Zn—z Zn—1 P )

onde z,, é uma aproximagdo para raiz de v/k. Fazendo z; =1, = 1 e k = 2, obtemos a seguinte

sequéncia de valores



105

1 2 1 2 3 2
Z2—5<Z1+z):§(‘+1 T2,

1 2 1/3 4 17 qa
Z3—§<ZZ+5):5(§+§ RE

1 2 1 /17 24 577 g3
ez (mrn) =3B h) d ==

1 2 1 /577 816 665857  qi6
) <Z4+5) "2 (408+577) T 470832 prg ¢

organizados para ficil consulta na tabela 21.

Tabela 21 — Alguns valores para z,,.

n| z,

11

213/2=1,5

3|17/12=1,416...

4 | 577/408 = 1,41421568.. .

5 | 665857/470832 = 1,414213562...

Fonte: Baseado em Carvalho (2010, p. 17)

observe que aparentemente z, = 1.

Outra manifestacio na antiguidade, também envolvendo aproximagdes a /2 pode ser
encontrada em registros da matematica hindu. Carvalho (2010) cita que os Sulbasutras, textos
sagradas hindus escritos entre 800 a.C. e 600 a.C. traziam consigo instrucdes para o cdlculo
aproximado da v/2. Os Sulbasutras eram essencialmente textos matematicos com orientacdes
para constru¢do de altares (DUTTA, 2002a). Dutta (2002a) destaca que as tradicdes Védicas
tinham grande preocupacdo com a construcao precisa dos mais variados tipos de altares, todos
com grande riqueza de detalhes. Talvez considerassem os padrdes e regularidades matemati-
cas como parte dos deuses e portanto, objeto de apreciacdo religiosa e parte integrante para
fundamentar e preparar seus ritos.

Apesar dos Sulbasutras serem datados em um periodo entre 800 a.C. e 600 a.C., Dutta
(2002a) deixa claro que as férmulas e algoritmos contidos neles existiam ja a muitos séculos, de
modo que esses documentos correspondem a uma compilacdo do conhecimento pré-existente.

Um problema que ocorria frequentemente era o cilculo de v/2. Carvalho (2010) nos
traz a traducdo do seguite trecho, descrevendo um algoritmo para obtermos uma aproximacao a
V2. "Aumente o comprimento de um terco, e este terco de seu préprio quarto menos a trigésima
quarta parte deste quarto."(CARVALHO, 2010, p. 22). Em termos modernos, esta frase se torna

L
3 3.4 3.4.34
Carvalho (2010) nos traz pelos menos duas interpretacOes algébrica/geométrica para

o problema, dadas por Joseph (1992) e Katz (1998), o que mostra a dificuldade de interpretar
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em termos modernos operacdes antigas. No entanto, se efetuarmos o cdlculo acima obtemos,

somando termo a termo, os seguintes resultados

1=

P1

1 1 17
1+—+—:—=ﬂ

3 3-4 12 P4

1 1 1 577

3734 3.4.34 408 pg

Nao consideramos aqui 1+ %, pois no procedimento descrito em Carvalho (2010), ten-
tamos duplicar um quadrado de lado 1 realizando 1 + % + ﬁ, somente depois subtraindo o
termo ﬁ para melhorar o erro, que para a aplicacdo descrita parece ser suficiente. Assim o
caso hindu ndo apresenta um algoritmo para refinar tal aproximagéo tomando o valor 577 /408
como suficiente para os interesses de construcdo de altares do manifestados nos Sulbasutras.
Devemos registrar tambem que Carvalho (2010, p. 9) cita 17/12 como uma aproximagao babi-
onica para /2 e deixa a entender que 7/5 = ¢3 /p3 pode ter sido usado como uma aproximacao
grosseira.

Outra manifestacdo para a sequéncia de Pell extremamente fecunda ocorre nas solu-
¢oes da equacdo conhecida como equagdo de Pell. Na préxima secao, discutiremos essa mani-
festacdo bem como que foi John Pell, matemético que empresta seu sobrenome a sequéncia de
Pell.

3.5.2 John Pell, a Equacao de Pell e a Sequéncia de Pell.

Outra manisfestagdo interessante para as recorréncias (p,) e (g,) ocorre nas solu¢des
da equacdo diofantina que hoje chamamos como Equacdo de Pell. Equagdes diofantinas sdo
equagdes algébricas com uma ou mais incdgnitas, com coeficientes inteiros, cujas solucdes
procuradas sdo sempre inteiras. (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 59)

Dado d € Z, a equacdo de Pell é a equagio diofantina nio linear (DUTTA, 2003)*

x> —dy* = m. (3.61)

Na literatura, os exemplos elementares para equagcdo de Pell x> —dy* =1 e x> —dy* =
—1 s@o bastante explorados, figurando em todos os autores que tratam do tema. Koshy (2007),
Koshy (2014) descrevem a conexdo da equagdo de Pell com a sequéncia de Pell e a sequéncia de
Pell-Lucas em com teoremas a seguir. Antes, chamamos (x1,y;) de solucdo fundamental caso
X1,Y1 € Z sejam os menores valores tais que x% — dy% =1ou x% — a’y% = —1. Desse modo,

esclarecemos a conexdo entre (p,), (¢,) € a equagdo (3.61), param = £1

4 Utilizamos (DUTTA, 2003) como referéncia mas estamos utilizando a notagdo de (KOSHY, 2014, p.52), pois
ela é mais coerente aos nossos propdsitos. No entanto, o texto de Dutta (2003) é mais coerente e completo do
ponto de vista histdrico.
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Teorema 3.5.1. (KOSHY, 2014, thm 2.1, p. 32)
Seja (x1,y1) uma solugdo fundamental para x? —dy?* = —1. Existem infinitas solu¢oes

da forma (x,,yy) tal que

1
5= 5 (G +0Va)" + (51 =31 Va)")
1
= (N VA = (w0 Vay).
comn> 1.
Teorema 3.5.2. (KOSHY, 2014, thm 2.2, p. 38)
Seja (x1,y1) uma solucdo fundamental para x*> — dy* = —1. Existem infinitas solugoes
da forma (x,,yy) tal que
1
Xn =7 <(x1 +yivVd)* 4 (x —yl\/g)zn_l>
1
_ Xy Va2 = (g — \/C_ZZn—l>’
=5 (VP! = (o -y va)

comn>1.

A demonstracdo para esses resultados pode ser feita por inducdo e € apresentada em Koshy
(2007, Thm 13.7, p. 617; Thm 13.8, p. 619). Em particular, fazendo d = 2, notamos que (3,2)
é solugdo fundamental para x> —dy?> = 1, pois 32 —2-22 = 1 e (1,1) é solucdo fundamental
para x> —2x*> = —1, pois 12 —2-1%2 = —1.

Assim a solugdo (x,,y,) para as equagdes x> —2x? =1ex?—2x*> = —1 se tornam

1. Parax? —2x2 =1

s2n an
=g (B42VD) 4 (3-2vD)) = L [+ () =S = g,
S2n - r2n
Yn = % ((3 +2v2)" - (3- 2\/5)"> = Sir [(2)" = ()] = ——, =P

2. Parax?—2x2=—1

1 2n—1 -1 sl 42
w =5 (V2 (1 =V ) = P =g
_ 1 . \/5 el - \/E 1\ s2n—l _r2n—l _
=55 (V2P == VaP ) = e

Koshy (2014) também chama a equagio x> — 2y*> = (—1)" de equagcdo de Pell. Na Tabela 22, a
titulo de ilustracdo, exibimos a correspondéncia dos primeiros valores de p, € g,, n > 0, com a
equagdo de Pell x* —2y* = (—1)".

Observe que a equacdo (3.61) pode ser reescrita como

-1

y2

—dy=1=d=
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Tabela 22 — Primeiros valores de p, € g, € sua
correspondéncia com a equacgdo de Pell.

n| gn | pa | X —2y" = (=1)" com (x;y) = (gn3 Pn)
1] 1 L EaE = E =

2| 3 2 | 3%2-2.22 = (-1 =1

3| 7 5 | e = )P =

4| 17 |12 | 172-2-122 = (-1)* = 1

5| 41 | 29 | 412-2.292 = (-1 = -1

6| 99 | 70 [ 99°—-2- 70° = (-1)¢ = 1
71239 [ 169 | 2392-2-169> = (-1)7 = -1
8| 577 | 405 | 577> —2-408> = (-1} = 1
91393 985 | 13932-2.9852 = (—1)° = -1

Fonte: Autor.

Do mesmo modo
X241

5
y
Ou seja, a medida que a solucdo (gy, p,) cresce, a soma +1 se torna desprezivel, de modo que

P —dy?=—-1=d=

joBEl 2
va Ya
de onde podemos concluir que
n —p 00 — ﬁ — \/E
Yn

Feitas essas observagdes, seguiremos agora as indicagdes histéricas mais antigas para
esses fatos.

Dutta (2002a), Dutta (2002b) relatam que na India, no final do periodo védico entre
600 a.C. e 500 a.C., os sdbios ja sabiam manipular equagdes diofantinas do primeiro e segundo
graus. Em aproximadamente 200 d.C, esses sdbios hindus ja conheciam o método geral para
resolver equacdes diofantinas do 1° grau, da forma ax+ by = ¢, Va,b,c,x,y € Z. Por volta de
628 d.C., século 7, Brahmagupta dicutiu as solugdes para a equagio y> —dx> = 1, Vd,x,y € Z
(DUTTA, 2003), obtendo um método de resolucio parcial, que oferecia uma primeira visao do
problema. A técnica descrita por Brahmagupta, em termos modernos € conhecido como Lema
de Brahmagupta
Lema 3.5.1. (Lema de Brahmagupta)
Se (x1,y1) € uma solucdo para Dx* +m; = y* e (x2,y2) é solugdo para Dx* +my = y?, entdo

(x1y2 +x2y1, Y152 + Dx1x2) € (x12 — X2y1,y1y2 — Dx1x2) sd@o solugdes de Dx* +mymy = y*.

Que permitia o tratamento e busca de solugdes para a equagio y* —dx* = 1, desde que
fosse encontrada uma solugdo particular. Na figura 4 vemos o original, em sanscrito, do Lema
de Brahmagupta, encontrado em Dutta (2003, p. 13).

Dutta (2003) sugere de passagem que um provdvel caminho de investigagdo para o lema de

Brahmagupta foi a busca de ternos pitagoéricos. Uma pegunta natural nesta busca €, dado um
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Figura 4 — Lema de Brahmagupta, original em sanscrito.
nafgaeanigosuregatag=Te i " |
AT U RO HET AT A <a o |
THT YUY AIauded : |

TE TR TR A AN IR &Y I

Fonte: (DUTTA, 2003, p. 7)

dos catetos, quais valores possiveis para o outro cateto e hiponenusa. Ou seja dado m = ¢2,

encontrar x,y tais que

2pm=y?
de modo que, quanto maiores os valores de x e y em relacio a m fixo, mais préximo vx2 +m e
\/? serdo. A criatividade exibida pelos sdbios hindus e as técnicas para solu¢cdo de equagdes
diofantinas (DUTTA, 2003) teriam terminado o trabalho de conectar a equacao diofantina X+
1 = dy?> = x*> —dy* = +1 as aproximagdes a /2.

Curd (2004) chama a atencdo para o fato de qué variagdes para a equagio y* —dx* = 1
também ja eram conhecidas na Grécia antiga, visto que muitos sabios gregos da época sugeriam
boas aproximacdes a v/d, d inteiro, utilizando valores do tipo £, = y,, /Xy, oriundos das solugdes
de equacdo Pell. Curd (2004) cita, por exemplo, o grego Eutocius (480 ac - 540 ac) como autor
de uma sugestdo de aproximacio a /3, tendo justificado tal sugestio escrevendo o equivalente
em notagdo moderna: 1351% — 37802 = 1. Isso coincide com o caso particular para a Equacio
de Pell x> —3y> = 1. Perceba também que % = 1,73205 ~ v/3. Nio ficou claro se foi o
conhecimento dessas equagdes que sugeriu as aproximacdes ou se o oposto € verdadeiro. Dessa
forma, a sequéncia (p,) ja era conhecida por gerar solucdes para a equagio x> —2y> = (—1)"
através do par (gn, pn) = (Pn+ Pa—1,Pn)-

A sequéncia de Pell seguiu por um longo tempo reaparecendo como solu¢do para a
equagcdo de Pell ou como uma boa forma de conseguir aproximagdes a v/2. Avangando no
tempo, tais equagdes foram redescobertas e discutidas no século 17, periodo em que viveu John
Pell, na forma de diversos casos particulares (CURD, 2004). Fermat discutiu as solu¢des para

as equacoes

¥ —61y>=1 (3.62)
¥ —109y* =1 (3.63)

em correspondéncias com Frénicle de Bessy, cujas solucdes encontradas sao
(1.766.319.049,226.153.980) para a equagdo (3.62)

(158.070.671.986.249,15.140.424.455.100) para a equacdo (3.63)
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Wallis e Brouncker °, contemporaneos de Pell, exibiram métodos de resolugdo para equagcdo de
Pell, baseados nas solu¢des dadas por Fermat, mas ndo conseguiram demonstrar.

A associacao de John Pell (figura 5) a equacdo de Pell e a transferéncia do sobrenome
a sequéncia de Pell parece ter ocorrido através de Leonard Euler anos depois da morte de Pell.
Sabemos por Malcolm (2000) que provavelmente Pell ndo trabalhou com essa equagdo. No
entanto John Pell (1611 - 1685)como extremamente reservado, ao ponto de ser dificil preci-
sar suas contribuicdes na matematica, apesar do reconhecimento de suas grandes habilidades

como matematico por seus contemporaneos. Sabemos por Malcolm (2000) que Pell costumava

Figura 5 — John Pell (1611-1685)

Fonte: Google Imagens.

dar discretas constribui¢des a outros matemdticos e em particular, Pell e Brouncker trocaram
correspondencias importantes, que contribuiram para uma publicacdo de Brouncker que exi-
bia a solucdo para equacdo de Pell. Desse modo, Euler insistia que Pell era o real autor da
solucdo, associando permanentemente o sobrenome Pell a equag@o. Isso porque Euler tinha
prestigio especial e Brouncker nem Wallis haviam exibido uma demonstragdo para o método.
Provavelmente Fermat possui um esboco desta demonstacdo, mas nunca manifestou interesse
em publicar.

John Pell publicou poucos trabalhos em seu préprio nome. Apesar disso, era muito
respeitado como um matematico. No entanto, por causa de sua atitude reservada. Essa postura
pessoal torna dificil determinar ao certo quais contribuicdes sdo genuinamente suas e quais
foram exatamente suas contribui¢des. Malcolm (2000) pontua que John Pell vivia em condigdes
muito dificeis, constantemente sem dinheiro e vivendo em condi¢des de necessidade, sendo
preso duas vezes por dividas ndo quitadas. Essa seria uma possivel explicacdo para tdo poucas

publica¢cdes em seu nome, apesar do reconhecimento da comunidade de mateméticos da época,

3> Frénicle de Bessy (1605 - 1675), Fermat (1601 - 1665), Wallis(1616 - 1703), Brouncker (1620 - 1684)
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J& que na epoca ndo haviam periddicos e a impressao de livros era muito mais dispendiosa que
nos dias de hoje.

Entre o século 17 e 19 ndo encontramos nenhuma mencao explicita a sequéncia de
Pell ou sequéncia de Pell-Lucas. Assim a apari¢do moderna mais antiga encontrada tanto para
a sequéncia de Pell quanto para sequéncia de Pell-Lucas se encontra em Lucas (1891), no
livro Théorie des Nombres. O autor descreve a teoria para recorréncias lineares de 2° ordem,
homogéneas tomando como ponto de partida recorréncias que ele define como recorréncias
Sfundamentais, denotadas por U, e recorréncias primordiais, denotadas por V,, (Tradu¢@o nossa),

definidas da seguinte maneira

Unio = pUpy1 — qUy, Vit1 = PVat1 —qVa,
Uy=0,U; =1. Vo=2, Vi =p.

de modo que as escolhas dos inteiros p,q determinam de modo unico a recorréncia. Lucas
(1891) explora as recorréncias lineares sempre em pares (U,,V,), argumentando que essas
sequéncias possuem propriedades complementares. A definicao de U, e V, por Lucas (1891) é

apresentada na figura 6.

Figura 6 — Defini¢do de U, e V,, por Lucas
(1891)

JoB LI¥RE [f. — LES NOMDRES RATIONNELS.

CHAPITRE XVIIL

LES FONCTIONS NUMERIQUES DU SECOND ORDRE.

{77. Définition des fonctions U, et Vs, — Nous appelons fore-
tion numérique du second ordre toute fonction y, d'un nombre
entier 2, positif ou négatif, qui est déterminée par deux valeurs
initiales y, et »,, et par I'échelle de récurrence du second degré

utsdpu—g,

dans laquelle p et ¢ désignent deux nombres enliers, positifs ou
négatifs, dont ls prodeit n'est pas nul.
La fonetion fondamentale U, est donnée par les conditions

initiales

Uy=0, U=1,
el la fonction primordiale YV, est donnéde par les conditions ini-
tigles -

Vous % V,=p;

ona d;.mc, par définition,

{ Upra= pUas1=— ¢ Un,

® Vera=p Vari—q Vo

On voit tout de suite, par l_e calcul des U et des V pour les pre-
mitres valeurs de n, que I'an a les relations

(2) L %, L ;_:.

Fonte: Lucas (1891, p. 308)
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Note que no final da pagina Lucas (1891, p. 308) exibe ja as relacdes para indices negativos,
U_, eV_, enafigura7 sdo apresentadas algumas recorréncias particulares. Lucas (1891) chama

de suite aos pares (Uy,V,), sendo a tltima da figura 7 a suite de Pell.

Figura 7 — Suites de Fermat, Fibonacci e Pell,
segundo Lucas (1891)

CILAP. X¥1Il. — FONCTIONS NUMERIQUES DU SECOND ORDRE. 3ir
Premier genre t wt3ju—2 A=1L
noowo, t, 2, 3, f 5 6, 7, & g, 1o,
Us o, 1, 3, 7, 13, 31, 63, 137, 255, 511, 1023,

Vo 2, 3, 5, 9, 17, 33, 63, 129, 257, 513, 1025,
Suites de FEruat,

Deuxiéme genre. — Lorsque A est un entier positil qui n'est pas
le carré d'un nombre entier, I'échelle n'est plus décomposable en
deux facteurs linéaires, et 'on obtient les fonctions du second
genre. Il en est ainsi, par exemple, dans les hypothéses

p=1, g=—1,
pour lesquelles A = 5; on obtientalors les Suites de Finoxaca ("):

Deuritme genre : utdsn 41, A=3.

n o, 1, =, 3, 4, 35, G, =7, 8. 9, 10,
U o, 1, 1, 2, 3, 5 8, 13, 21, 3§, 355,
Vo 2 1, 3, 4, 7 11, 18, 29, 47, 76, 123,

Suites de Finovacer

Nous prendrons encore pour exemple de fonctions du deuxiéme
genre, les suites récurrentes définies par les hypothéses

p=2 g=-—1
pour lesquelles A =8, et que nous appellerons Suites de PeLw:

Dewridme genre : wt<eau 41, A=8.

oo, 1, 3

¥ 1y 3, 4 5 & 7, 8, 9, 1o,

Us o, 1, 2, 5, i2, 29, 7o, 169, jo8, 083, 2378,
Vo 2, 2, 6, 15, 34, B2, 198, 478, 1154, 2786, G720
Suites de PELL.
Troisiéme genre. — Lorsque A est un entier négatif, on obtient

les fonetions du troisiéme genre. Les plus simples proviennent des
hypothéses

Fonte: Lucas (1891, p. 311)

Um comentdrio interessante sobre nomenclatura é que Lucas (1891) ndo definiu ex-
plicitamente a sequéncia de sequéncia de Pell-Lucas, sendo esta apenas motivada por ser par
da sequéncia de Pell na "suite"de Pell. Outros autores, como por exemplo Horadam (1994a),
Cerin e Gianella (2006), Dasdemir (2011), Gulec e Taskara (2012) e Catarino (2014) definem a

sequéncia de Pell-Lucas como

Qn = 2anl + Qn727
Qo=2, 01 =2

gerando a sequéncia (2,2,6,14,34,82,198,478, ...) encontrada também em Lucas (1891). Na
verdade a maioria dos autores define esta ultima como sequéncia de Pell-Lucas, reservando
para a sequéncia g, a nomeclatura sequéncia de Pell-Lucas modificada. Aparentemente a ex-
pressdo sequéncia de Pell-Lucas modificada tornou-se conhecida através de Horadam (1994a),

que aceita a nomenclatura dada por Bruckman, para g,, conforme texto de Whitney (1985).
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Observando a notag@o proposta por estes autores, temos entio que, Vn € Z

Pn=2pp—1+ Pn-2, On =20n—1+ Qn-2, gn = 2qn-1+qn-2,
po=0,p1=1 Q0=2,00=2 g=1,q =1
definem respectivamente as sequéncia de Pell, sequéncia de Pell-Lucas e a sequéncia de Pell-
Lucas modificada. Perceba que ¢, = v, +vy,—1 = pn+ pn—1 NOS permite reescrever t, = g, /vy, =
(pn+ Pu—1)/pn, fazendo a razéo 1, depender somente de p,,.

Enquanto isso Koshy (2014) ignora a nomenclatura sequéncia de Pell-Lucas modifi-
cada, definindo (g,) como sequéncia de Pell-Lucas, fazendo uso de 2¢g, sem maiores explica-
¢oes quando pretende obter os termos da sequéncia (Q,). Adotamos neste trabalho tal postura,
alinhada a Koshy (2014), pois ndo nos seria util discutir ambas (g, ) ¢ (Qy).

Na verdade, muitas propriedades aqui discutidas, incluindo a férmula de Binet ja figura
em Lucas (1891). Segundo Alves (2017a), no século 18 tal relagdo ja havia sido demonstrada,
de modo independente por Lamé (1795 — 1870) e Binet (1786 — 1856), para o caso particular
da sequéncia de Fibonacci. No entanto Lucas (1891) apresenta versdes para férmula de Binet

para U, e V,,, dadas por U, = % eV, =d"+b", como podemos ver na figura 8.

Figura 8 — Formulas de Binet para U, e V,,, se-
gundo Lucas (1891).

Premier genre, — Lorsque A est le carré d'un nombre entier
8, 'échelle se décompose en deux facteurs linéaires et 'on a

wr—pu g =(n—a){u—=b)
en posant
a=bt T i
i 2

Alors U, et V,, s'expriment par les formules

an — D
(2) Un= 2=

Vo= arsbn;

en eflet, ces formules sont exactes pour les condilions initiales
n=o et n=n1; d'ailleurs, a* et §* vérifient la loi de récurrence,
puisque I'on a
p=a-+ b g=ab;
il en est done de méme de leur somme et aussi de leur différence
divisée par § = (a — D).
On aencore la relation immédiate

(1) Ugy= U V¥4,

qui s’applique aux fonctions des autres genres, ainsi que nous le
démontrerons [slus loin.

Fonte: Lucas (1891, p. 310)

Em Lucas (1891) encontramos jé as primeiras identidades para sequéncia de Pell em
um formato similar ao que apresentamos neste trabalho, na forma ainda das recorréncias gerais
U, e V,. Na figura 8 vemos a identidade p;, = 2p,qg, presente no coroldrio 3.2.3 e apresentada
como U, = U,V, e na figura 9 vemos as férmulas para soma e diferenc¢a de indices, encontradas
no teorema 3.2.1.

Avancgando no tempo, em Horadam (1965, p. 1) vemos uma abordagem mais geral,
onde o autor define a recorréncia
Wn+2 = PWn+1 — qWn;

wo =a; wi; = b.

w(a,b,p,q) = neN
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Figura 9 — Identidades de soma e diferenca de indices,
por Lucas (1891).

Si nous changeons @ en b el ¢ en — 3, nous obtenons une autre
o r
formule; puis, par addition et par soustraction,

2Upan= U Vue+ Up Vo,

2) r
( 2Viren=Vin Va4 2U,, Uy.

*Ces formules permettent de calculer les valeurs de Uet de V
qui correspondent 4 l'indice ou argument (m + n), lorsque 'on
connait les valears de U et de V pour les arguments m et r;j cn
changeant n en — n, on Lrouve encore, en tenant compte des for-
mules (2) du n® 177,

i Z(j"“ Uiy = UM "’n — UuVi,
2" Vipp=Vu Vp— AU, U,.

Fonte: Lucas (1891, p. 316)

(3)

de modo a generalizar o texto de Lucas (1891). Autores posteriores utililzam o termo sequéncia
de Horadam para tal recorréncia e os termos w, chamados de niimeros de Horadam. Note que
as recorréncias U, e V,, podem ser tomadas como w(0, 1, p,q) e w(2,p, p,q) e de fato Horadam

(1965) segue um caminho similar a Lucas (1891), fixando as recorréncias auxiliares

Ltn(p,q) = W(07 l,p,Q)
vn(pch) - W(27P7P7Q)

e derivando intimeras propriedades para tanto para U,(p,q), V,,(p,q) quanto para w,, utilizando
como base as recorréncias auxiliares definidas em seu texto. Neste texto, figuram as férmulas
de Binet para u,, e v,, as relagdes com termos de indice negativo bem como diversas identidades,
muitas delas presentes neste texto.

Em Horadam (1971) vemos um tratamento dedicado a sequéncia de Pell, particulari-
zando os resultados encontrados em Horadam (1965) para tal sequéncia. Na figura 10 estd o

registro da defini¢do oferecida em Horadam (1971).

Figura 10 — Defini¢do de Horadam (1971) para (pp),ez

Recent 1ssues of this Journal have contained seversl interesting special
results involving Pell numbers. Allowing for extension to the usual Pell num-
bers to negative subsoripts, we define the Pell numbers by the Pell sequence

{Pn} thus:

s BTN
in which

@ Sk BEh Pryg = 2P * By
and

(21 >, = Lyt ?, .

Fonte: Horadam (1971, p. 245)

Nossas observacdes histdricas até agora nos evidenciam os seguintes fatos, que indi-

cam varidveis epistemoldgicas a serem observadas: primeiro, que o modelo de recorréncia para
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a sequéncia de Pell demorou 2000 anos para ser elaborado de forma independente da equacgdo
de Pell ou de outras aplicagdes, como aproximagdes a v/2. Assim, de forma alguma sua desco-
berta se faz trivial e deve ser estimulada por alguma via, configurando um importante obstaculo
epistemoldgico. Segundo, uma vez elaborada a defini¢do via recorréncias lineares, a extengao
para indices inteiros ocorre desde as primeiras apari¢cdes (LUCAS, 1891), ou seja, a evolucdo
histdrica sugere que, apesar de ndo necessariamente elementar, a sugestao de tal extensao nao €
objeto complexo, constituindo talvez em um obstdculo de menor valor, mas passivel de surgir
dependendo dos hébitos de estudo vigentes.

Seguindo com nossa descri¢@o, Ercolano (1979) € nossa referéncia mais antiga sobre
o modelo matricial para sequéncia de Pell. A principal origem para este trabalho parece ser um
artigo do mesmo autor na mesma publicacdo, em 1976 (ERCOLANO, 1976), onde o autor faz

uma exposicao similar para a sequéncia de Fibonacci.

Figura 11 — Modelo matricial de Ercolano (1979).

(a) Recorte da p. 71 (b) Recorte da p. 72

RBelakted te the ssquance {F"} is rhe asguence {R.:l. which fa dafinad racur-

2 MATRIA GENERATORS OF PELL SEQUENCES Fab.
MATRIX BEMERATORS QF PELL SEQUEMCES :
JOSEFH ERCOLANOG SECTIOM 2
Baruch collesd, CUNY A direct caloulatdon shows that che matrix
SECTION 1 iz |2 15'
The Pell sequence [E‘_] iz defined recuraively by the equation 1 0
(1 P..l - 25, + P, satisfies ﬂw:dl equation; 1.¢.,
#=2 3 ....where P; = 1, F, = 2. As iz well known (see, e.g., [i]}, rha et ;mﬁi'
membars of this fequeéncé ace also generated by th st
4w Ll ke i Sl where I = « Lec d = s whare =, ¥, tt, ¥ are to be determined
2 I 1 u v
Y= 0 subject omly to the conditinn that av = yu ¢ 0. Sudatizecion of 4 imte (2)
1 U resules In rhe following system of scalar equacions:
since by taking successiwe posirfve powerg of ¥ che can efslly establish that £3.1) 2% e Bp =1 4 giew @
L Q-2 i i
= (3.3) T+w-2Du=0
£ Bt 3.4 LA I R |

We now investigate pessible sclutioms of these equations. Since the tech-
nigues are simdilar to those wsed in [3], we ouit most of the decalls.

atvelv 117 by Cade It g =1
Equatione (3.1}, (3.4} reduce to che Pell squacion, inplying
#={t ¥how= {0 ¥

i2) TF u = 0. we aheain tha followioe natrix venerators:

Fonte: Ercolano (1979, p. 71,72)

Ercolano (1979) examina as propostas matriciais buscando as matrizes que satisfazem
a equacdo M? = 2M + Id, uma versio matricial da equacdo de Pell, com a inten¢io de encontrar
matrizes capazes de gerar os niimeros de Pell. O argumento apela para alguns elementos da
dlgebra linear para analisar a esséncia das matrizes e de suas possiveis transformacdes. Ercolano
(1979) conclui ndo apenas com as matrizes geradoras propostas neste trabalho, mas mostra
que outras matrizes em configuracdes diferentes das apresentadas aqui satisfazem a equagdo
M? = 2M +Id e possuem os termos p, ou ¢, em arranjos diferentes dos propostos aqui.

Ja os modelos polinomiais de Pell sdo discutidos em (HORADAM; MAHON, 1985),
registro mais antigo encontrado para este trabalho. Novamente ja existiam desenvolvimentos
elementares para os modelos polinomiais de Fibonacci, de modo que as ideias aqui sdo inspira-
das nos mesmos.

A seguir na figura 12 um diagrama com a linha do tempo contendo os fatos discutidos

até agora.
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Figura 12 — Constru¢do dos modelo matemdtico para a sequéncia de Pell, sob o
ponto de vista histérico.

Panorama histérico do desenvolvimento da sequéncia de Pell

Sulbasutras P— Lema de Brahmagupta.
o scada de Antiga solucdao para equagao
Theon. de Pell |
Solugoes para
Aproximacgoes a Ni—dvi=m
V2
| 800a.C-s00ac. | | 100d.C. | | 628d.C. |

| Século 17

Edouard Lucas. Jonh Pell, Brouncker,
Sequéncia de Pell Wallis, Fermat, Euler.
cOmo recorréncia. Redescoberta ocidental para

Tratamento para indices negativos solugoes da equacao de Pell

Horadam.
Tratamento
maderno para p, .

indices negativos, | Ercolano. Horadam, Mahon.
convergéncia ‘ Modelos matriciais. Modelos polinomiais.

1965, 1971 ‘ | 1979 ‘ 1985

Fonte: Autor

Apesar dos modelos matriciais e polinomiais terem surgindo quase ao mesmo tempo,
segundo a organizacdo detectada por nossos registros, o tratamento elementar para o modelo
matricial pode ser mais delicado, ao observar a abordagem primeva de Ercolano (1979) perce-
bemos uma manifestagdo mais sofisticada do que Horadam e Mahon (1985), o que pode indicar
que o tratamento do modelo matricial representa um obstaculo epstemoldgico mais profundo na
detec¢do e tratamento de tais matrizes. J4 o modelo polinomial possui apoio inicial nos procedi-
mentos padrdo utilizados para recorréncias lineares de 2° ordem, homogéneas, cujo tratamento
elementar se mostra mais simples. Manteremos tal consideracdo em mente ao construir mais a
frente as situacdes didaticas desejadas.

Citamos Ercolano (1979) e Horadam e Mahon (1985) como marcadores de tempo,
sinalizando os registos mais antigos que tivemos noticias a respeito dos modelos matriciais e
polinomiais para a sequéncia de Pell. No entanto, existe uma extensa lista de trabalhos até os
dias atuais, resultados de investigacOes comteporaneas em matemadtica pura e aplicada sobre o

tema.

3.6 Contribuicoes recentes: Desenvolvimento histérico contemporaneo

1. Horadam (1993) apresenta abordagens quaternidnicas para recorréncias lineares, parti-

cularizando como exemplo de aplicagdo para a sequéncia de Fibonacci, mas facilmente
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adaptadas para sequéncia de Pell.

Horadam (1994a) mostra que qualquer inteiro pode ser escrito como uma soma de termos

de g,.

. Horadam (1994b) trata do modelo polinomial para w,.

. Mansour (2004) descreve como obter fun¢des geradoras para sequéncias de poténcias de

wy. Em particular, fornece as fungdes geradoras para f¥, 15, pk k€ N.

. Kilic e Tasci (2005) desenvolvem uma andlise mais profunda sobre as matrizes geradoras

para sequéncia de Pell, utilizando amplamente recursos da Algebra Linear.

Kilic e Tasci (2006) propoem uma generalizacido para sequéncia de Pell estendendo a

recorréncia para uma ordem k > 0 qualquer, & inteiro.

. Cerin e Gianella (2006) tratam de novas identidades utilizando somas de quadrados de p,,

€ qn-

Dasdemir (2011) fornece novas matrizes geradoras para p;, € g,,, derivando com isso novas

propriedades para tais sequéncias.

Gulec e Taskara (2012) propoem as sequéncias (s,7)—Pell e (s,7)—Pell-Lucas, caminho

alternativo para generalizacdo de tais sequéncias.

Catarino (2013a) discorrem sobre o modelo de generalizacdo definido como k — Pell, ob-
tendo propriedades similares a sequéncia de Pell. Do mesmo modo Catarino e Vasco
(2013b) discorre sobre modelo similar para a sequéncia de sequéncia de Pell-Lucas, no-
meado como k — Pell Modificado.

Szynal-Liana e Wtoch (2016) introduzem os quarternions de Pell e os octénios de Pell,
desenvolvendo diversas propriedades correlatas. Cimen e Ipek (2016) Também realizam
exposi¢ao similar, mas abordando os quarternions de Pell e quarternions de Pell-Lucas

em suas realcdo mutuas instrinsecas.

Catarino (2017) traz aplicagdes para o modelo da recorréncia k — Pell, encontrando novas

propriedades para equacdes de diferencas.

Catarino (2018a) apresenta novas abordagens para os polinomios de Pell e polinémios de
Pell-Lucas.

Balamurugan (2018) desenvolve um modelo de complexificacdo para sequéncia de Pell,
buscando recorréncias lineares utillizando os Numeros Gausianos G(a,b) = a+ib, a,b €

Z, seguindo de perto as ideias colocadas em Harman (1981).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Catarino e Vasco (2018b) tratam do comportamento matricial para os quatérnions de Pell,
Pell-Lucas, k-Pell e k-Pell-Lucas

Bilgici e Catarino (2018) apresentam uma generalizacdo para os quatérnions de Pell,

introduzindo varidveis livres na contagem dos indices dos termos da sequéncia.

Karaaslan (2019) discorre sobre as propriedades dos polinémios de Pell-Lucas nomeados

pelo autor como Pell-Lucas modificados.

Karaaslan e Yagmur (2019) desenvolvem defini¢des para nimeros gaussianos (s,t)-Pell e

gaussianos (s,t)-Pell-Lucas e suas representa¢des matriciais.
Wani et al. (2019) apresentam modelos matriciais para a sequéncia k-Pell.

Catarino, Campos e Vasco (2019) apresentam detalhes sobre a arimética de indices nas

sequéncias k — Pell, k — Pell — Lucas e k — Pell — Lucas modificado.

Alves e Catarino (2019) oferecem novos caminhos para demonstrar propriedades matri-

ciais para a sequéncia de Fibonacci e sequéncia de k-Pell.

Tais trabalhos indicam que as pesquisas em torno da sequéncia de Pell ainda possuem

lugar nos desenvolvimentos recentes, demarcando esta sequéncia como fértil e relevante para a

matemadtica pura e aplicada, tornando seu destaque especial do ponto de vista do ensino tanto

em nivel elementar quanto avangado.

vias.

Encerramos aqui nossas colocacgdes histdricas e com isso nossa fase de anélises pré-

Com base na descri¢do e andlise aqui construidas, precisamos agora construir nossas

situacdes didaticas, o que serd feita no préximo capitulo, constituindo a andlise a priori de

nossa Engenharia Didética.
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4 ANALISE A PRIORI E EXPERIMENTACAO

Almouloud (2014, p. 175) delimita que “o objetivo de uma anélise a priori € determinar
como as escolhas efetuadas (as varidveis que queremos admitir como pertinentes) permitem
controlar os comportamentos dos alunos e explicar seu sentido”. Dessa maneira, nosso principal
objetivo durante a Andlise a Priori é determinar as varidveis a serem examinadas e quais seus
efeitos. Nossa investigacdo mantem o foco principal nas varidveis microdidéticas, ou seja, as
varidveis relacionadas a organizagdo, planejamento e execucdo das sequéncias de ensino em
sala de aula.

Portanto nesta secdo realizaremos a discusdo em torno destas variaveis, constituindo
os elementos de organizacdo de nossas sequéncias de ensino. As principais fontes para tais
varidveis sdo os obstdculos epistemoldgicos, a descricdo do local de aplicacdo do estudo e a
configuracdo da amostra de participantes da pesquisa. Dessa forma, pretendemos esclarecer
que meios tomamos para delinearmos as sequéncias de ensino para o ensino da sequéncia de
Pell.

Além de discutir as varidveis microdidaticas para esta investigacdo, nessa secao ainda
detalharemos as caracteristicas fundamentais associadas a experimentagdo das situacdes dida-
ticas aplicadas ao publico-alvo. A fase de experimentacdo “é¢ o momento de se colocar em
funcionamento todo o dispositivo construido, corrigindo-o quando as andlises locais do desen-
volvimento experimental identificam essa necessidade, o que implica um retorno a Andlise a
Priori” (ALMOULOUD, 2014, p. 177)

Seguindo os pressupostos da Engenharia Didédtica (ARTIGUE, 1996) e amparados pela
fase de andlises prévias, precisamos agora conceber o experimento didatico. A teoria de ensino
escolhida como referéncia para concep¢do e andlise das situagdes de ensino € a Teoria das
Situacdes Didaticas, de Brousseau (2008).

Como ja discorremos, a descri¢do epistemoldgica, o percurso historico do conheci-
mento e as caracteristicas cognitivas dos participantes servirdo de referéncia para a efetivacao
das realizacoes diddticas: concepcdo, realizacdo, observacdo e andlise de sessdes de ensino
(COUTINHO; ALMOULOUD, 2008, p. 66), que serdo corporificadas e depuradas através dos
modelos de iteracao de ensino descritas pela Teoria das Situacdes Didéticas: A¢do, Formulagdo,
Validagao e Institucionalizagdo.

O milieu, conceito fundamental apresentado por Brousseau (2008), ¢ manifestado pela
estrutura e propostas de atividades presentes nos questionarios, sendo responsavel pelo desen-
volvimento das situacdes adidaticas presentes na Teoria das Situa¢des Didaticas, correspon-
dentes as dialéticas de acdo, formulagdo e validacdo. Os registros para as dialéticas de acdo e
formulacao corresponderdo as produgdes escritas dos alunos, enquanto os registros para a dia-
1ética de validagdo correspondem a registros fotograficos e dudio dos alunos apresentando seus

resultados aos colegas.
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A institucionalizagdo serd executada preferencialmente no inicio do encontro seguinte
e eventualmente quando oportuno para esclarecer conhecimentos necessdrios para a continui-
dade da construgdo epistémica com conhecimento matematico. Procuramos fazer a institucio-
nalizacdo preferencialmente no comego do encontro seguinte por dois motivos principais.

Primeiro, isso evita abreviar ou apressar os trabalhos dos alunos, prevenindo que o pro-
fessor/experimentador encurte o encontro induzindo as respostas esperadas. Segundo, permite
dar tempo ao alunos de amadurecer os conhecimentos discutidos, tornando a institucionalizacdo
mais eficiente.

Notem que, pela forma que as situagdes diddticas serdo conduzidas, as dialéticas de
acdo e formulagdo tendem a se sobrepor, de modo que apds o inicio da situagcdo de acdo, em
algum momento, a situagdo de formulacdo serd iniciada sem no entanto que se dé necessari-
amente o final da situacdo de acdo. Um marcador do inicio da situacdo de formulagdo deve
acontecer quando o aluno tiver que lidar, irremediavelmente, com algum obstaculo epistemolo-
gico (BROUSSEAU, 2008; ALMOULOUD, 2014) que o force a repensar seus procedimentos e
aperfeigoar seus registros, ou seja, notacao e formalismo mais apurados a descricao do problema

posto.

4.1 Descricao do locus de experimentacio e do publico-alvo

Nosso publico-alvo foi selecionado a partir de alunos do curso de Licenciatura em
Matematica, do Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia - IFCE campus Fortaleza.
O referido campus possui, além do Ensino Médio Integrado, nove cursos superiores, dentre
eles 4 licenciaturas: Licenciatura em Artes Visuais, Licenciatura em Fisica, Licenciatura em
Matematica e Licenciatura em Teatro. O campus também possui pés-graduacgdes lato sensu e
stricto sensu.

O Curso em Licenciatura em Matemdtica possui resolucdo de criagcao de 2005, de
caracteristica semestral, com duracao de 8 semestres, com 30 vagas semestrais e funcionamento
matutino ou vespertino. O funcionamento diurno implica que os alunos, em sua maioria, nao
trabalham em periodo integral, podendo se dedicar a atividades extracurriculares.

O Curso de Licenciatura em Matemadtica possui um laboratério didético e tem a sua
disposi¢do um laboratério de informética. No entanto, nas disciplinas do eixo de formagao
especifica, ou seja, as disciplinas envolvendo conteidos de matematica pura ou aplicada con-
ducao essencialmente formal-expositiva, com pouco ou nenhum contato com metodologias que
incentivem a descoberta ou construcao do conhecimento por parte dos alunos, que constitui uma
varidvel importante para observagdo das situacdes didaticas.

Em relacdo ao publico-alvo, selecionamos alunos da disciplina Histéria da Matematica
por afinidade com o tema, ja que podemos inserir a discusio da sequéncia de Pell no interior do
percurso histdrico discutido no interior da disciplina. O conteudo programético para a referida

disciplina se encontra no Anexo C.
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As situacdes diddticas estdo distribuidas em encontros com duracdo de 1 hora e 30 mi-
nutos cada, durante as aulas de historia da matematica do curso de licenciatura em matematica
do IFCE, campus Fortaleza, de modo que cada situagdo diddtica corresponda a um encontro,
totalizando 04 situacdes didaticas, com carga hordria total de 6 h/a.

Os encontros foram realizados durante as préoprias aulas de histéria da matematica,
com o aval do professor da disciplina. Haviam um total de 08 alunos matriculados, no entanto
somente 05 dos 08 alunos eram frequentadores assiduos, de modo que aproveitamos somente o
material produzido por esses alunos nesta pesquisa.

Todos os 08 alunos assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, acei-
tando participar da pesquisa e concordando com a divulgacao de dados e resultados, de acordo
com os exigéncias colocadas pelo Comité de Etica do IFCE.

Com este delineamento, devemos seguir com a construcdo das situagdes didaticas.

4.2 Construcao das Situacoes Didaticas

Desse modo, preparamos 4 situacdes didéticas, resultando em 4 encontros, abordando
aspectos matemadticos e historicos da sequéncia de Pell atrelados a alguns de seus diversos
modelos: extensdo aos inteiros, matricial e polinomial, procurando explorar a manifestagio de
diversas propriedades entre esses modelos.

Cada situacdo didética é materializada em um questionario, nomeados como questio-
nario 01, 02, 03 e 04. Estes questiondrios estdo no apéndice A. Cada um desses questionarios
possuem entre 1 a 4 situagdes-problema, abordando um tema especifico. Cada uma das situa-

coes didéticas foi construida para abordar os seguintes temas:

1. Definicdo da sequéncia de Pell e da sequéncia de Pell-Lucas. Extensdao das sequéncias

para indices inteiros. Propriedades de convergéncia. Motivagdo histérica com aproxima-
coes a v/2.

2. Exploracao de propriedades, com suporte numérico, da sequéncia de Pell: soma de ter-
mos, quadrados, cubos, divisibilidade, etc. Exploracdo de propriedades, com suporte
numérico, para o e 3, raizes da equagdo caracteristica da sequéncia de Pell. Férmula de
Binet.

3. Representacdo Matricial e nogdo de sequéncia de matrizes. Significado de p_, na repre-

sentacdo matricial. Propriedades correlatas a (p;,)

4. Representacio Polinomial e suas propriedades. Formula de Binet para representacao po-

linomial.

O processo de construgdo de tais situacdes didaticas atenta para a necessidade de aten-
der ao processo de transposi¢do diddtica, a0 mesmo tempo que oportuniza a descoberta de

resultados. Dessa forma, as situacdes-problemas sdo concebidas sob os pressupostos da Teoria
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das Situacdes Didaticas, ou seja enfatizando as situacdes adiddticas como forma de explora-
¢do guiada, proporciando a descoberta de resultados e teoremas, levando a cabo o processo de
transposicao didética pretendido, de acordo tal também com Artigue (1996) que coloca como
um dos objetivos da Engenharia Diddtica € para provocar, de forma controlada, a evolugdo das
concepgoes dos alunos.

A escolha dos temas dos questiondrios e modo de organizacdo observa as seguintes

caracteristicas observadas durante a fase de Andlises Prévias (p. 117-118):

Pn+1
Pn

— /2 nao € espontanea, devendo ser estimulada. Além

1. A conexdo entre a propriedade de convergéncia de com a equagdo de Pell sugere

Pn+1

que a percepcao de que
n

do mais, tal fato também possui conexdo com a equacdo caracteristica da citada recor-

réncia, se tratando entdo de um fato unificador e importante. Desse modo consiste em um

obstaculo epistemoldgico importante a ser explorado.

2. Desde a primeira apari¢do da defini¢do da sequéncia de Pell via recorréncia linear em Lu-
cas (1891), figura termos de indice negativos, sugerindo que sua apari¢do € de natureza
trivial e portanto, necessitando de pouco estimulo para sua manifestacdo. No entanto con-
siderando os hébitos de ensino e os contetidos normalmente trabalhados em matematica
no ensino médio e licenciatura em matemaética, ndo esperamos a percep¢ao espontanea

para tal possibilidade.

3. As manifestacdes matriciais, em sua esséncia, também apelam para recursos de Alge-
bra Linear para para completa compreensdo. Apesar de nao ter sido necessdrio utilizar
conceitos avancados em nossa descricdo epistémica, fica claro pela exposicdo que ma-
temadtica elementar € insuficiente para sua descri¢do satisfatéria. Além disso, a apari¢ao
um tanto tardia para tal abordagem sugere que a percep¢do matricial para a sequéncia de
Pell € ndo trivial e necessita de estimulo especifico para sua manifesta¢do, constituindo

um obstédculo epistemoldgico.

4. Finalmente, a apari¢do tardia para o tratamento polinomial, [p,(x)], associado ao inedi-
tismo da associacdo de sequéncias numéricas elementares e polindmios no interior dos
assuntos tratados nas licenciaturas em matemaética (componente didatico), sugere forte-
mente que tal associacdo € ndo trivial e deve ser estimulada para promover o processo

investigativo dos alunos.

Desse modo, a seguir oferecemos uma discusdo pormenorizada do que cada situagcao
didatica trata, com a especificagdo das varidveis microdiddticas a serem observadas em cada

sessao de ensino. Os questiondrios estdo disponiveis no Apéndice A.
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4.3 Descricao dos questionarios e variaveis microdidaticas

Com tudo o que foi exposto, antes de examinar as situagdes didaticas preparadas para

a fase de experimentagdo, gostariamos de lembrar que a nossa hipétese de pesquisa €:

O estudo sobre o objeto matemdtico conhecido como sequéncia de Pell, com transposicdo di-
ddtica efetuada segundo os preceitos da TSD, é capaz de mobilizar o pensamento intuitivo e
inferencial do estudante, bem como atitude investigativa, conduzindo-o a descoberta de teore-

mas e resultados;
Tal hipdtese de pesquisa nos conduz aos seguintes objetivos de trabalho:

Objetivo Geral

e Elaborar uma Engenharia Didatica para objeto matemdatico denominado sequéncia de
Pell, bem como seus diversos modelos de generalizagdo, através de um conjunto de situ-

acoes didaticas segundo os pressupostos da Teoria das Situagdes Didéticas.

Objetivos Especificos

e Estudar e investigar as relagdes matemadticas, epistemoldgicas e histéricas da sequéncia

de Pell e seus modelos de generalizacdo;

e Tomando a Teoria das Situacdes Didéticas como teoria de ensino, construir sequéncias
didéticas que abordem as caracteristicas da sequéncia de Pell e seus modelos de genera-

lizagdo, explorando os obstaculos epistemoldgicos encontrados;

e Analisar as estratégias e manifestacdes dos alunos durante a aplicacdo das sequéncias

didéticas construidas, segundo o paradigma da Engenharia Didatica.

Desse modo, seguimos com a descri¢ao das situacdes diddticas, especificando as dialé-
ticas proprias esperadas segundo a Teoria das Situagdes Didaticas: acdo, formulacdo, validag¢ao

e institucionalizacdo.

4.3.1 Situacio Didatica 01

O primeiro questiondrio aborda a defini¢ao da sequéncia de Pell através de uma moti-
vacgao histdrica, utilizando o algoritmo Escada de Theon, defini¢do 3.5.1, como ponto de partida.
O questionério possui 4 itens.

No primeiro item, pedimos para explorar o algoritmo da Escada de Theon. Pede-se
para calcular paran € {1,...,10} os termos v, e g, do algoritmo, e calcular as razdes t, = g, /vy
para os valores calculados. A atividade exige apenas habilidades de computacdo e compreensao

do algoritmo. Esperamos a manifestagcdo de dois tipos de erros:
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1. Erros aritméticos, principalmente durante o cdlculo dos valores v, € gj,.

2. Falhas de manipulag¢do do algoritmo, com posicionamento equivocado dos termos v, €

qn-

A dialética de acdo predomina em quase todo o problema, que se trata essencialmente
de manipulagdo aritmética. Os dois erros acima devem ser localizados por inconsisténcias arit-
méticas identificadas pelos proprios alunos.

Devemos observar o inicio da dialética de formulacdo durante a manifestacao do se-
gundo tipo de erro, que deve obrigar os alunos a revisar os célculos e eventualmente melhorar
a notacao e entrar em comunica¢ao com seus vizinhos imediatos. A solucdo correta para esta
atividade se encontra nas tabelas 19 e 20, que sdo as manifestacdes desejadas para validacdo
dos alunos.

No segundo item, perguntamos sobre a existéncia de padrdes numéricos nas sequéncias
v, € g,. Indagamos se € possivel redefinir tais sequéncias de modo mais conveniente e se €
possivel definir os termos dessas sequéncias para n = 0.

A listagem dos termos v, € g, devem sugerir que ambas as sequéncias podem ser
definidas de modo independente como recorréncias lineares de 2% ordem. A situagido de ag¢do
para o problema fica bem determinada pela constatacdo da observacao e manipulacdo numérica
dos termos por parte dos alunos.

Como formulagdo, esperamos a correta expressdo das defini¢des de (v,) e (g,) em
termos de recorréncias lineares.

Esses fatos podem ser demonstrados unicamente utilizando a defini¢do do algoritmo
da Escada de Theon. A resposta desejada para esta questdo pode ser encontrada na equagoes
(3.59) e (3.60), pagina 104 e as demonstracdes que acompanham tais equacdes, constituindo na
validagdo esperada por parte dos alunos.

No terceiro item, questionamos sobre a possibilidade de termos da sequéncia de Pell com
o indice n negativo. Pedimos também que os alunos procurem alguma relacdo de simetria entre
0s termos positivos e negativos, expressando matematicamente os fatos que encontrarem.

Esperamos que os alunos percebam facilmente a relacao, por simples observa¢dao do
comportamento numérico, onde o pareamento dos termos relacionados constitui uma situagao

de acdo, enquanto generalizac@o para as expressoes

p-n=(=1)"""p,

constitui a situagdo de formulagdo.
Solicitaremos alguma justificativa algébrica, esta constituindo a validacdo do pro-
blema. E esperado alguma tentativa de indugdo para tentar demonstrar o resultado, mesmo

sem a posse de uma formula de Binet. A resposta esperada para esse item se encontra na equa-
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¢do (3.12) e no lema 3.2.1, que pode ser levada a cabo mesmo sem a férmula de Binet, através

de uma prova por indu¢do, como segue a seguir

L. pn= (_1)n+1pn

Demonstracdo. Paran =0, pg = (—1)pg. Supondo o resultado vdlido para todo natural

menor ou igualan, p_, = (—1)""!p, e
P—(n+1) = P=n—-1=P—nt1—=2P-n=DP_(n—1) — 2P-n
= (=1)"pn1 =2(=1)""puy = (=1)""*2pn + pu] =

P—(n+1) = <_1)n+2pn+l- [
2. g-n=(-1)"qn

Demonstracdo. Paran =0, go = (—1)gqo. Supondo o resultado vélido para todo natural

menor ou igual an, g, = (—1)"g, e
9 (n+1) =q—n-1=G-nt1 —24—n=q_(n—1) — 24—n
= (_l)n_IQn—l _2(_1)nQn = (_1)n+1[2(h+qn—l] =

qd—(n+1) = (_1)n+ICIn+1- L]

Estas demonstracdes sdo as validacdes esperadas dos alunos.

No quarto e ultimo problema para essa sessdo, pedimos para calcular as razdes o, =
Vat1/Vn € Bn = qn+1/qgn para —10 < n < 10. Esses valores devem gerar as raizes da equacdo
caracteristica da sequéncia de Pell. Pergunta-se também sobre o comportamento de tais razdes
para n negativo. Esperamos neste item apenas uma percepcao numérica da convergéncia, pois
o tratamento adequado exige habilidades com convergéncia de sequéncias.

A dialética de agdo corresponde aqui unicamente a computagdo dos termos o, € 3,
enquanto a formulacdo corresponde a percep¢do e registro de tal convergéncia. Importante
perceber se o aluno somente expressard uma aproximagdo no formato decimal ou escrevera
142 e 1 — /2, esta percepgio se constituindo como parte da dialética de formulagio. A
resposta correta para esse item € exibida na tabela 23. A validacdo ideal se encontra na se¢io
3.2.3.

A ultima situagdo-problema da situacao didatica 01 tem como objetivo servir de base
para abordar a equagdo caracteristica para a sequéncia de Pell, durante a institucionaliza¢do
correspondente a esta situagcdo didatica.

Como institucionalizagdo, prevista para o encontro seguinte devemos, além de respon-
der os problemas do questiondrio 01, realizar uma exposi¢do sobre a equacdo caracteristica,
utilizando como conexdo a convergéncia do ultimo problema do questiondrio 01, bem como re-

alizar uma rapida revisao sobre indu¢do matemdtica. Também realizaremos a formalizacdo dos
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Tabela 23 — Resposta desejada para o item 04
do questionério 01

n Oy, Bn

1 2 3

2 2,5 2,3

3 2,4 2,428571428. ..
4 2,416 2,411764705. ..
5 2,4137931... 2,414634146. ..
6 2,414285714. .. 2,41

7 2,414201183... 2,414225941 ...
8 2,414215686. .. 2,414211438. ..
9 2,414213198... 2,414213926. ..
10 2,414213625... 2,414213499. ..
-1 0 —1

-2 -0,5 -0,3

-3 —0,4 —0,428571
—4 —0,416 —0,411764705...
-5 —0,4137931... | —0,414634146...
—6 | —0,414285714... | —0,414634146...
—7 | —0,414201183... | —0,414225941...
—8 | —0,414215686... | —0,414211438...
-9 | —0,414213198... | —0,414213926...
—10 | —0,414213625... | —0,414213499...

Fonte: Autor.

termos negativos, p_, € g—,, argumentando a unicidade de tais termos através da linearidade da
equacao de recorréncia.

Optamos por fazer a apresentacdo da equacdo caracteristica durante a institucionaliza-
¢do ao invés de propd-la em uma situacio adidatica pois sua apari¢c@o € nao trivial, relacionada
com resultados da Algebra Linear, explorar uma situacio adidtica de modo honesto tomaria

uma quantidade considerdvel de tempo somente para este objeto matematico.

4.3.2 Situacao didatica 02

O questionério 02 € apresentado de forma pouco estruturada, pois a ideia da sessdo 02
€ provocar os alunos a realizarem descobertas de propriedades numéricas através da livre explo-
racdo dos termos de (p,). Destacamos que esta situa¢ao diddtica especifica exige a manutengéo
do processo de devolucao de forma mais intensa e constante que as outras situacgdes, dado o
nivel menor de sistematizac¢do prévia em relacdo as outras situacdes didaticas.

A primeira situacio-problema colocada solicita que os alunos encontrem propriedades
envolvendo somas, produtos, diferenca de quadrados, somas de indices, padrées com p, de
indices pares e impares, etc, com apoio de uma tabela com os valores de p,, para 0 <n < 31.

Neste problema, desejamos observar dois aspectos. Primeiro, quais propriedades os
alunos conseguem encontrar através da observacdo e manipulacdo numérica. E segundo, se os

mesmos alunos serdo capazes de justificar adequadamente as propriedades encontradas. Parti-
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cularmente supomos que as propriedades que constam nos teorema 3.10, 3.2.2, 3.2.3 e corola-
rios 3.2.5 e 3.2.6 devem aparecer em ao menos um dos textos escritos dos alunos.

A dialética de acdo consiste na busca de relacdes, via observagdo e computagdo numé-
rica com o auxilio da tabela fornecida, enquanto a dialética de formulacdo ocorre ao notarmos
nos registros a tentativa de generalizacao e consequente uso da notacdo adequada.

A dialética de validag¢do ocorre durante as tentativas de justificagdo ou demonstragao
dos resultados encontrados.

Como o segundo problema, solicitamos que os alunos procurem propriedades envol-
vendo a e fB, raizes da equacdo caracteristica de Pell, envolvendo operag¢des fundamentais:
soma, produto, divis@o, potenciagdo ou radiciacdo. Nesse ponto, o conceito de equacao caracte-
ristica ja deve ter sido apresentado via institucionalizacdo do professor. O objetivo consiste que
os alunos encontrem algumas propriedades tteis para a solu¢do do problema 3, que questiona
o aluno sobre a existéncia de uma férmula geral para os termos de (p,), que como sabemos
trata-se da formula de Binet. As dialéticas de acdo, formulacao e validagcdo aqui sdo as mesmas

da situacao-problema anterior. No entanto, esperamos que os alunos encontrem as relacdes

o" = opp+ pn_i

B" = Bpn+ pn-1-

que podem ser demonstradas por indugao.

Sobre a férmula de Binet, por indu¢do, podemos demonstrar que " = ap,, + p,—1 €
B" = Bpn-+ pn—1. Basta fazer (a”" — B") para conseguir a férmula de Binet para a sequéncia de
Pell

(" =B") =pn(a—B) =
a — ﬁn
Pn= w

Nesse ponto, convem provocar os alunos para, uma vez com a férmula de Binet, per-
guntar sobre a validade paran < 0. A correta computacdo desse fato serd tomada como dialética
de acdo, bem como a constatacdo do fato geral, via registro em notacdo adequada como a di-
alética de formulacdo. Na dialética de validagdo esperamos que os alunos percebam que a
propriedade p_,, = (—1)"*!p, combinada com a férmula de Binet demonstre sua validade para
n<0.

Pelo fato desta sessdo de ensino possuir um caratér um pouco mais aberto, permi-
tindo respostas multiplas, fixaremos as dialéticas de ac@o, formulacdo e validagdo de modo
que como dialética de acao entenderemos como manisfestacdes unicamente aritméticas de uma
dada propriedade encontrada; como dialética de formulagdo a escrita de uma equagao ou des-
cricao distinta de uma relagdo, em nota¢do matematica adequada e similar a apresentado nas
andlises prévias; como dialética de valida¢do a tentativa de justificativa ou demonstragdo para a

identidade ou relac¢do encontrada.
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A institucionaliza¢do para o segundo encontro, situagdo didatica 02, demonstraremos
inicialmente as relagdes a”* = ap, + p,—1 € B" = Bpn + pn—1, via indug¢do, bem com demons-
trar os teoremas 3.12 e 3.15, também via inducdo, sem uso da férmula de Binet. Seguimos
demonstrando da férmula de Binet, via a” — B". Partindo da férmula de Binet demonstrada
neste momento e das propriedades p_, = (—1)"*!p, e g_, = (—1)"q,, podemos garantir Binet
para —n. Essa percepcao também € esperada na validagdo dos alunos.

Ap6s estas exposi¢des, faremos a discusdo das propriedades encontradas pelos alunos,

com o apoio da férmula de Binet.

4.3.3 Situacao Didatica 03

O questionario 03 é pensado para abordar representacdes matriciais. O questiondrio
correspondente indaga sobre possiveis representagdes matriciais. Como forma de esclarecer a

ideia, o texto do questiondrio traz dois exemplos de defini¢des recursivas utilizando matrizes

1 0
1. M,, =3M,_+ 01 ;
2. My, =5My-M,_1,
5 . . ~ ~
onde M| = Lo ) Esses dois exemplos servem apenas como introducdo a nogao de re-

corréncia aplicada a matrizes e garantir que os alunos que por ventura nao estejam a vontade
possam naturalizar tal aplicacdo. Devemos dessa maneira solicitar que os alunos computem
alguns termos das recorréncias definidas logo acima. No entanto, estamos interessados em re-
presentacdes matriciais que gerem sequéncias de matrizes onde os numeros de Pell figurem,
com possibilidade de substituir defini¢do 3.2.1 original.

Proporemos que os alunos explorem outras operacdes e combinagdes de matrizes com
niimeros de Pell, como multiplicacdo ou uma possivel potenciagdo, presente na definicdo 3.2.3.

Durante o encontro, esperamos que os alunos encontrem o teorema 3.2.6 para n € Z,

Pn+1 DPn
Pn Pn-1

instituindo assim a sequéncia matricial correspondente para n > 0.

P =

A dialética de ac¢do, novamente, serd tomada pela computacdo numérica exploratdria
das propriedades buscadas, enquanto a dialética de formulacdo consiste em exibir com lingua-
gem adequada os resultados candidatos a teoremas e definicdes.

Toda dialética de validacdo pode ser corretamente executada via indu¢do matematica,
tal como € exibido na se¢do 3.2.2., capitulo 3.

Neste ponto os alunos ja conhecem formulagdes da sequéncia de Pell com indice nega-
tivo. Assim esperamos tentativas de generalizagcdo nesta direcdo, com resultados similares aos

encontrados na secao 3.2.2..
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As propriedades para este questiondrio podem em sua totalidade ser demonstradas por
indu¢do. Esperamos que durante a validacdo executada pelos alunos o uso, ou tentativa de uso
da indu¢do matemadtica na demonstracao dos resultados.

A institucionalizac¢do seguird segundo os moldes da secdo 3.2.2., com tratamento via
indugdo, com excecao da demonstracdo da férmula de Binet via diagonaliza¢do da matriz pre-
sente em (3.22) e da discusdo a respeito de quais e quantas matrizes resultam em propriedades

similares, neste ultimo caso, fazendo apenas uma exploracao numérica.

4.3.4 Situacao Didatica 04

A situacdo didatica 04, consubistanciada no questionério 04 aborda o conceito de re-
corréncia polinomial andloga para sequéncia de Pell. A definicdo 3.4.2 é dada no questiondrio

da seguinte forma

Pnt2(x) = 2xppy1(x) + pa(x)
p1(x) =1, po(x) = 0.

cujos primeiros termos sao

po(x) =0
pi(x)=1
pa(x) =2x

Pel(x) = 32x° +32x° + 6x

A seguir, sdo postas trés situagdes-problema.

Na primeira situag@o-problema, solicitamos que os alunos calculem alguns termos de
[pn(x)], gerando elementos para observagdo e manipulagio aritmética e algébrica nos proxi-
mos problemas. Neste mesmo problema, solicitamos que o aluno busque uma relacio entre os
elementos de [p,(x)] e (pn)-

Neste ponto, esperamos que a bagagem de conhecimentos construidos funcionem como
apoio as situagdes-problemas postas, estabelecendo assim um sélido milieu.

A primeira propriedade que esperamos que os alunos percebam seja que a soma dos
coeficientes do polindmio p,(x) é igual a p,. A validag@o para este fato depende do polinémio
pn(x), que consiste em simplesmente fazer x = 1 de onde resulta que p,(1) = p,, tal como
encontramos no teorema 3.4.1. Esse fato abre espaco para outras generalizacoes.

Como dialética de acdo, consideramos a computacdo dos termos exibidos aqui e na
secdo 3.4., tabela 16, bem como a computac@o dos coeficientes de p,(x) em busca de relacdes

com p,. Esperamos que os alunos exibam o seguinte comportamento, caracterizando o inicio
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da dialética de formulagdo

Soma dos coeficientes de po(x) =0 = pg

Soma dos coeficientes de p;(x) =

Soma dos coeficientes de py(x) =2 = p;

Soma dos coeficientes de p3(x) =4+1=5=p3

Soma dos coeficientes de p4(x) =8+4 =12 = py
Soma dos coeficientes de ps(x) = 16+ 12+1 =29 = ps
Soma dos coeficientes de pg(x) =32+32+6 =70 = pg

finalizando a dialética de formulacdo com a identidade
Soma dos coeficientes de p,(x) = py.

Para a dialética de validagao, esperamos a constatacao de qué fazendo x = 1 o resultado

se segue de modo natural
Soma dos coeficientes de p,(x) = p,(1) = pa,

completando a demonstracao.

A segunda situacao-problema apela para as nog¢des ja construidas sobre recorréncias
lineares. A situagdo-problema pretende provocar o aluno a buscar uma possivel equagdo carac-
teristica e explorar suas raizes.

Como dialética de ac@o, esperamos que os alunos comparem a recorréncia presente
na definicio 3.2.1 e sua respectiva equacio de recorréncia t> —2¢f — 1 = 0 com a recorréncia
polinomial da situacdo-problema. Esperamos que os alunos percebem a mudanga de papel da
varidvel x nas diferentes situacdes. No interior do polindmio x é uma varidvel legitima, mas
para fins de computacdo da recorréncia ou composi¢io de sua equagdo caracteristica o termo
2x deve ser encarado como uma constante.

A dialética de formulagdo consiste na correta manipulacdo dos termos da recorréncia

polinomial presente na situacdo-problema, resultando na equagdo caracteristica
t?—2xt—1=0,

cujas raizes corretamente computadas sdo o, = x + vx2 + 1 e B = x — vx% + 1. Consideramos
natural que os alunos tentem combinagdes de o, ¢ B, similares as propriedades para o e f3
exibidas na secdo 3.2.: o - By, 0t — By, 0 + By € as poténcias a e B. Uma discusdo e uso
destas relagdes podem ser encontradas em 3.4..

A dialética de validag@o aqui consiste em simplesmente na justificativa correta para
tais cdlculos.

A terceira situagdo-problema que € colocado solicita que os alunos procurem proprie-
dades andlogas as encontradas para (p,) com os termos de [p,(x)]. Esperamos que a identifi-

cagdo p,(1) = p, ajude os alunos a buscar propriedades anélogas as de (p;),en. Uma colegdo



131

de tais propriedades pode ser encontrada na se¢io 3.4. Pelo fato de [p,(x)] também estar de-
finido como uma recorréncia linear de 2* ordem, homogénea, acreditamos que no minimo, os
alunos irfio procurar e encontrar uma férmula geral para os termos p,(x), seguindo um processo
andlogo para encontrar a férmula de Binet para (p,) em (3.48)

A dialética de acdo consiste na busca de propriedades via buscas de padrdes algébricos
entre os valores calculados de p,(x). E esperado que os alunos utilizem como apoio proprieda-
des ja discutidas para (p;).

A dialética de formulagdo consiste na determinagao de identidades envolvendo [p,(x)].
Na se¢do 3.4. exibimos uma boa cole¢do de tais identidades, que podem ser sugeridas por iden-
tidades andlogas nas se¢des anteriores. Da mesma forma esperamos que os alunos encontrem a

férmula de Binet correspondente

VI (T
Pn\X) = 5 /—x2+1 )

de modo similar ao que foi feito nas situagdes diddticas anteriores.

Para dialética de validag@o, esperamos que nos alunos realizem as justificativas algé-
bricas adequadas, seguindo os passos da se¢do 3.4 ou de modo similar ao que foi feito nas
situagdes didatica correspondente ao questionario 02. Em particular, também sao validas as

identidades

oy = Oy pu(X) + pp1(x)
By = Bx -pn(x) +pn—1(x)v

que resulta na férmula de Binet para p,(x).

A institucionalizacio para esta situacdo didatica ocorre, ao contrario das demais, ao
final da prépria sessdo, por se tratar da tltima. As férmulas e relagdes encontradas pelos alunos
podem ser facilmente demonstradas utilizando a férmula de Binet para p,(x).

Descreveremos na secdo seguinte o percurso executado durante a experimentacao,

completanto a caracterizacao didatica e cognitiva para esta Engenharia Didatica.

4.4 Experimentacao

A experimentacdo corresponde ao momento em que o pesquisador coloca em funcio-
namento todo o planejamento feito durante a anélise a priori. (ALMOULOUD, 2014).

Como j4 haviamos descrito, as situacdes didaticas foram aplicadas no Instituto Federal
de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia - IFCE, campus Fortaleza, no periodo da tarde, durante os
horérios de aulas de Histéria da Matematica do curso de graduacio em licenciatura em mate-
matica, entre 22/04/2019 e 06/05/2019. As aulas de Histéria da Matematica ocorriam sempre
segundas e sextas, das 13:30h até 15:00h, porém utilizamos somente as segundas-feiras, resul-
tando nas datas 15/04/2019, 22/04/2019, 29/04/2019 e 06/05/2019. Frequentaram assiduamente
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05 alunos, de um total de 08. Portanto levaremos em consideraciao apenas os dados desses 05
alunos. Nomearemos de Aluno 01, Aluno 02, Aluno 03, Aluno 04 e Aluno 05.

Em retrospecto ao que ja foi dito, as situacdes didaticas foram distribuidas em en-
contros de 1 hora e 30 minutos cada, durante as aulas de Historia da Matematica do curso de
Licenciatura em Matematica do IFCE, campus Fortaleza, de modo que cada situagdo didatica
corresponda a um encontro, totalizando 04 situag¢des diddticas, com carga hordria total de 6 h/a.

Os alunos utilizaram em cada atividade somente 14pis e papel, acompanhados do ques-
tiondrio impresso para aquele determinado encontro. Fizemos o registro de todas as atividades
por meio de videos, dudios e da coleta das anotacdes dos participantes da pesquisa.

As situagdes de acdo e formulacdo foram guiadas apenas pelas questdes e problemas
propostos, constituindo o milieu. Em momentos oportunos, o processo de devolugdo foi recon-
duzido para manter a motivagdo dos alunos sobre o trabalho.

A validacao dos resultados obtidos ocorriam a cada dois problemas, ou quando conve-
niente, ao final da sessdo. A institucionalizacdo ocorria no inicio da sessao seguinte ou quando
oportuno para a coeréncia da continuidade dos trabalhos.

Prosseguiremos agora com a finaliza¢do desta Engenharia Didatica, levando a cabo a

Analise Posteriori e Validacao.
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5 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO INTERNA

Nesta ultima etapa, devemos comparar nossos progndsticos registrados durante a ané-
lise a priori com os dados colhidos durante a aplicacdo das situacdes diddticas. Almouloud

(2014) define esta etapa da Engenharia Didética como

A andlise a posteriori de uma sessio € o conjunto de resultados que se pode
tirar da exploracdo dos dados recolhidos e que contribui para a melhoria dos
conhecimentos didaticos que se t€ém sobre as condigdes da transmissdo do sa-
ber em jogo. Ela ndo é uma cronica da classe, mas uma anélise feita a luz da
andlise a priori. (ALMOULOUD, 2014, p. 177)

Organizar e analisar as produgdes dos alunos, levando em consideracdo as atividades
propostas e as informacdes coletadas no decorrer da experimentacdo. Essa andlise deve ser feita
considerando as diferentes interacdes dos alunos (aluno-situa¢do, aluno-aluno, aluno-professor)
e com o milieu adidatico e didatico. (ALMOULOUD, 2014, p. 177)

Ou seja, 0 que nos interessa ndo € um relato pormenorizado dos acontecimentos, mas
a andlise das varidveis microdiddticas eleitas para observacdo, realizada com base no que foi
descrito durante a etapa de andlises a priori, levando em consideracdo a hipdtese de pesquisa e
os objetivos da Engenharia Didatica construida para a pesquisa.

Por fim, em conjunto com a descri¢ao e anélise a posteriori, realizaremos paralelos
com o que foi previsto na andlise a priori, executando assim em conjunto a validagdo interna
para esta Engenharia Didatica.

A seguir, descrevemos o comportamento das varidveis discutidas na andlise a priori,

em cada situagdo didética proposta, observando de que modo foram atendidas.

5.1 Analise a posteriori da Situacao Didatica 01

O primeiro encontro ocorreu na data de 19/04/2019. Os participantes Aluno 01, Aluno
02, Aluno 03, Aluno 04 e Aluno 05 estavam presentes na sessao.

Na primeira situacdo-problema, solicitamos que os alunos computassem as 10 pri-
meiras iteracoes do algoritmo Escada de Theon, dado no questiondrio. De pronto, os alunos
iniciaram a atividade, configurando o inicio da situacao de acdo, segundo a defini¢do dentro da
Teoria das Situa¢des Didéticas. (BROUSSEAU, 2008)

No entanto, alguns alunos relataram dificuldades com a recursdo "trocada"do algo-
ritmo, onde para calcular v, € necessario informacdes sobre g, € vice-versa. Este momento
configura o inicio da situacdo de formula¢do, momento de inicio da intera¢ao dos alunos com o
objetivo de superar as dificuldades.

Os alunos 01, 03 e 05 cometeram erros aritméticos oriundos de enganos ocasionados

pela "recursdo trocada". Tais fatos foram relatados e registrados em gravacdo de dudio e em
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forma escrita pelo autor durante a sessdo de ensino. Na figura 13 a seguir, foram destacados

marcas de correcao do material produzido pelos alunos, corroborando os relatos e observacoes

dos alunos.

Figura 13 — Solug¢@o dos Alunos 01, 03 e 05 para o problema de computagdao
da Escada de Theon. O aluno 01 claramente corrigiu seus cdlculos, incorretos
por ter trocado os termos da recursdo, mesmo procedimento dos alunos 03 e
05, com marcas de borracha em n = .

(a) Aluno 01 (b) Aluno 03
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Fonte: Dados da pesquisa.
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A segunda parte da primeira situacdo-problema solicitava o célculo dos 10 primeiros
termos de t, = g, /v,. O objetivo do pedido é perceber se algum dos alunos notaria que 7, —>
/2. Isso ndo aconteceu de modo espontineo, mesmo que no enunciado do questiondrio tenha
afirmado que a Escada de Theon possui o objetivo de encontrar tais aproximagdes. De imediato
ocorre apenas a percep¢do de convergéncia, mas ndo a mudanga de representacdo decimal para
\/E. Nenhum aluno, com exce¢do do aluno 05, registrou de antemao esse fato, registrando em
papel.

O pesquisador indagou sobre esse fato e somente neste momento os alunos perceberam
o fato. O momento de provocagdo do professor e reposicionamento dos alunos estd registrado

no seguinte trecho, gravado em dudio:

Professor: Bom aluno 01, esse comportamento te lembra algo?
Aluno 01: Limites.

Professor: Limites?

Aluno 01: E. Parece estar tendendo para algum lugar.
Professor: Para quanto?

Aluno 01: Nao sei.

Professor: Pense bem? O que estamos fazendo aqui?

Com essa provocacao, os alunos foram orientados a observar a estabilidade das casas
decimais calculadas, observando se o erro diminui a medida que n cresce e a calcular o valor da
/2 em calculadora para realizar comparagdo. Desse modo, ocorre a percepgio da convergéncia.
Os registros escritos para tal atividade estdo representados nas figuras 14, 15 e 16, no momento
imediatamente anterior a percepcdo. Novamente, somente o aluno 05 percebeu espontanea-
mente esse fato. J4 na figura 17 vemos a dialética de validacdo do problema, sem justificativas

topoldgicas para a convergéncia, mas com a discusdo aberta do resultado.

Figura 14 — Solucdo dos alunos 01 e 02 para os 10 primeiros ter-

mos de ¢,,.

(a) Aluno 01 (b) Aluno 02
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 15 — Solugdo dos alunos 03 e 04 para os 10 primeiros termos de t,,.

(a) Aluno 04 (b) Aluno 03
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 16 — Solug@o do Aluno 05 para os 10 primeiros termos de t,.
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Figura 17 — Validag¢ao do aluno 03
para convergéncia 4 /2.

Fonte: Dados da pesquisa.
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No segundo problema, solicitamos que os alunos observassem os valores de g, e v,
em busca de algum padrao numérico. Nenhum dos alunos teve dificuldade de identificar nume-
ricamente as relacdes g,+1 = 2¢n + gn—1 € Vo1 = 2V, + vy—1, ou formular algebricamente tais
afirmacdes, indicio de que as dialéticas de acdo e formula¢do ocorrem a contento. Entretanto,
houve dificuldades em justificar algebricamente esses fatos.

No entanto, apds nova provocagao do professor os alunos em colabora¢do mutua logra-
ram sucesso na manipulacio algébrica do algoritmo para aproximagcdes a v/2, demonstrando as
respectivas férmulas. O aluno 02 desenvolve papel importante nesta situacdo-problema, incen-
tivando os outros alunos a seguir no processo de investigacdo. A seguir, um trecho da conversa

com o aluno 02 durante o processo de descoberta.

Aluno 02: Testei para nimeros pequenos, vou testar para valores maiores. . .
Professor: Vocé encontrou numericamente, mas tem outra justificativa? Tem
como demonstrar? Tenta encontrar uma demonstracao com o que voce ja sabe.

Aluno 02 tentando achar uma demonstrag@o: na verdade acho que néo t6 che-
gando a lugar nenhum. S6 pequei a equagdo de v, e subtitui em g, e deu

Gn=2Vp 1+ qn-1-
Professor: Ok, mas antes de vc descartar essa caminho, quais as outras opc¢des
de substituicao?

Aluno 02: Professor, acho que consegui! Meus Deus, como nio tinha visto
isso? Tem uma substitui¢do aqui que d4 certo!

O aluno 02 passou pelo que podemos nomear de "processo de epifania”, onde apds
algum tempo de reflexdo, estimulado pelas interven¢des do pesquisador, percebe como de-
monstrar as identidades g,,+1 = 2g, + gn—1 € Vy+1 = 2v,, + v, a partir do algoritmo dado, cha-
mando o professor com surpresa por ter encontrado as substitui¢des adequadas para demonstrar
as identidades.

A figura 18 registra a manipulagdo numérica do aluno 05 e o registro das férmulas,
caracterizando as dialéticas de acdo e formulacdo, similar em todos os alunos. J4 na figura 19
podemos ver a validacdo de tal fato, executada pelo aluno 02, onde se discute abertamente a
demonstracdo. A demonstracdo encontrada pelo aluno € similar a exibida em (3.59) e (3.60),
na secao 3.5.1..

Sentimos a necessidade apds essa validacao realizar a institucionalizacdo dos conhe-
cimentos ja discutidos, de modo a organizar melhor os assuntos discutidos a seguir. Apresen-
tamos: A convergéncia de f,, apenas inicialmente por vias numéricas; a justificativa algébrica
para g,+1 = 2qn +qn—1 € Vytr1 = 2v, +v,—1; a definicdo formal para as sequéncia de Pell e
sequéncia de Pell-Lucas.

Nao mencionamos neste ponto nada sobre a equagdo caracteristica para essas recor-
réncias, pois a informacgao sobre suas raizes poderia adiantar informacgdes indesejaveis para a
exploracdo da situacdo diddtica. Essa discusdo é desenvolvida na préxima institucionalizacdo,

no inicio do segundo encontro, imediatamente antes da situagdo didatica 02.
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Figura 18 — Solucao do aluno 05 para a situagdo-problema 02 do primeiro

questiondrio.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 19 — Momento da validacdo do aluno 02 para as férmulas g,,+1 =
2qn+Gn-1 € Vup1 =2y +Vy_1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Iniciamos apods esssa institucionalizacdo local o terceiro problema, que solicita o tra-
tamento dos termos de indice negativo para ambas as sequéncias e provoca para existéncia de
algum padr@o preditivo.

Neste caso, os alunos ofereceram somente o tratamento numérico, sem registros de
manifestacdo algébrica. Nao houve tentativa de manipulacao algébrica para justificar a existén-
cia de termos de indice negativos ou sobre as relacdes entre os termos de indices positivos e
negativos.

Apesar da falta de justificativa algébrica, os alunos encontraram as propriedades espe-
radas, expressando inclusive as férmulas p_, = (—1)"*'p, e ¢_, = (—1)"g,, como podemos
constatar na figura 20. O pesquisador propos que os alunos tentassem utilizar indug¢do, pois ja

haviamos conversado sobre assunto e esclarecido a posi¢do privilegiada de tal técnica matema-
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tica como ferramenta de demonstra¢io para nimeros naturais e inteiros. No entanto, nenhum
aluno logrou tentativas bem sucedidas, nem mesmo com estrutura matematica que lembrasse

o processo de inducdo. Supomos que a mistura dos indices n e —n possa ter constituido um
obstaculo para tal.

Figura 20 — Solu¢ao do aluno 04 para a situagdo-problema 03, questionério 01.

Pﬂ ) ‘Dpv-]— +P1‘-2 ‘lll?t- -:J. ."?3 Ip'j Il, T(.I.:- ;l |'-)1_ ¥ T1 ]I ?l e P'-' e
“ i \ . Dy
Pa=2.Ps P2 ']L-Qi*")-: | &= 3ol TP :,l-”r"“’
=& L Py I _} D,x-3 . Pa=5
P, =0 \ \ |
Wt o
P—w\" [_H w
—— e — i =
5 0 g« a2 9
ottt [l B R |
; . Cyada g | e M
3= d.) % l_, a 4 l{ f#‘n:['l.\.' G
q. = | = S | o
g.= 1 -! | %

Fonte: Dados da pesquisa.

Finalmente a situacao-problema 04 do questiondrio 1 solicita a realizacdo de outra
atividade envolvendo convergéncia, dessa vez examinar as razdes 0, = Pn+1/Pn € Yo = qn+1/4ns
n > 0. Nao ocorreram dificuldades computacionais, de modo que a dialética de acdo acontece
com fluidez, mas apesar dos alunos ja terem concluido em atividade anterior que t,, — /2, ndo
conseguiram concluir espontaneamente somente da observacdo do comportamento numérico
que o, ¥, — 14+ 1/2, sendo necessdria a provocagio do professor. Na figura 21 podemos
ver o processo de computacio do aluno 04, no entanto mesmo com livre comunicacao entre os

alunos, nenhum percebeu que ambas as sequéncias pareciam convergir para 1 + /2.

Figura 21 — Computacao do aluno 04 para o, € 7.

=5k =3 Ai=3 -9
XJ 1 1
Lh:;i =44 Ra= ;?- £2,6
Xs*%;g{q&%ﬁ?i =14 -2
dy= 29 . -
0= M <aaitens 15 = ae
[
- 0 . 941399503
Ys= 91 s ) ulyedy A5 .;% = Q445133103
Y4
Yo= 433 . 141 e = 169 - D Yiydsses
5g - U1 %0
9= 5T _n iy s

Fonte: Dados da pesquisa.
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Interessante notar que, apesar de nem todos os alunos terem explorado as aproxima-
¢coes de a_, e A_,, alguns exibiram a relagdo @_, = —a,, + 2, novamente sem justificativas
algébricas, o que evidencia que a intui¢do e o senso investigativo dos alunos estd em atividade,

apesar das dificuldades de justificativa matematica. Podemos ver esse fato na figura 22.

Figura 22 — Soluc@o dos Alunos 01 e 02 para o problema 04 do primeiro

questiondrio
(a) Aluno 01 (b) Aluno 03
., = () X.q= -0.Y 0‘-55'01‘113?“ &ik: E—E"-—:‘ (&}

oy =-0i5 ol-y= 0,416 x_g--0, 4142 | 4 P-1

— -5 -k
e ol = - (otn z
n ( ; )+ 3(—5:‘19""1‘:"_9_‘_ 8 /l
Py ™ m ¢
"’[“"7. - P-3 . B
e e I W
’P,zl L & ‘l{C

Fonte: Dados da pesquisa.

ApO6s provocagdo do professor, feita pela pergunta: "mas quanto dé isso exatamente,
quanto n cresce? D4 para escrever sem fazer aproximacdes?", os alunos concluiram que 1+ /2
€ o valor de convergéncia para o, inclusive relacionando a convergéncia de t, € ;. Assistimos
a validagdo de tais fatos na figura 23.

Figura 23 — Validagdo para a situagdo-problema
04 do questiondrio 01. Nao foram oferecidas jus-
tificativas algébricas.

Fonte: Dados da pesquisa.

Seguimos agora com a andlise da situacao didatica 02.
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5.2 Anadlise a posteriori da Situagao Didatica 02

O segundo encontro ocorreu na data de 22/04/2019. Os individuos Aluno 01, Aluno 02,
Aluno 03 e Aluno 05 estavam presentes na sessao. O aluno 04 ndo pode estar presente durante
a aula. Para esta situacdo didatica, foi incentivada a livre exploragdo em busca de propriedades
para os termos da sequéncia de Pell, de modo que ao final esperamos possuir uma cole¢do de
identidades envolvendo a sequéncia de Pell, bem como obter a férmula de Binet.

Antes de iniciar a situacdo diddtica, efetuamos a institucionalizacdo dos assuntos tra-
tados na situacdo didética anterior. Examinaremos a seguir esta situacio didatica do ponto de

vista dos resultados encontrados pelos alunos. As identidades propostas pelos alunos foram

Sn="S8n—1+DPn Aluno 01 (5.1
Pmtn = (Pm1 4 P 1) Pa+ (=1)" " p Aluno 01 (5.2)
PmbPn = Pmi1Pn—1+ (=) pp Aluno 02 (5.3)
Pm=pp_1pp +priipy, mpar Aluno 02 5.4)
Pm = P%an +p%,%1, m impar Aluno 02 (5.5
Pai1+Pr = Panii Aluno 03, Aluno 05 (5.6)
P20 = Pn(Pn+1+ Pu-1) Aluno 05 (5.7)

A seguir, vamos discutir os procedimentos dos alunos até a proposicao de tais identida-
des, localizando tais a¢des dentro das dialéticas propostas pela Teoria das Situacdes Didaticas
(BROUSSEAU, 2008). Durante esta situacdo didatica, os alunos 02, 03 e 05 compartilharam
informacdes com uma intensidade superior a situacdo didatica anterior, de modo espontaneo,
auxiliando os alunos na busca e inferéncia de seus resultados.

O Aluno 01 exibiu a identidade (5.1) como uma tentativa inacabada para encontrar uma
férmula da soma dos n primeiros termos para sequéncia de Pell. Apesar do desenvolvimento
de tal identidade ter se mantido em nivel elementar, ndo levando a dialética de acdo além do
que € exibido em (5.1), registramos a tentativa do aluno como uma prova de manifestacdo de
espirito investigativo provocado pelo milieu, construido com inten¢ao de provocar o pensamento
intuitivo e a descoberta de resultados e teoremas.

Os esforgos registrados para encontrar a identidade (5.2) mostra também que a prin-
cipal preocupacao do aluno 01 durante a situacdo didética foi achar uma férmula para p,,,.
Tal identidade pode ser encontrada no teorema 3.2.1. Combinando os resultados deste teorema,

vamos testar a validade do resultado encontrado por este aluno

Pm+n = (pmfl +pm+1)pn + (_1)m+1pn—m -
PmPri1+ PaPm—t = PuPm-1 + PuPmi1 + (=D N (pupm—1 — pmpn—1) =
PmPn+1+ PnPm—1 = PnPm+1+ PmPn—1 =—

Pm+n = Pn+m
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o que confirma a identidade descoberta pelo aluno 01. Na figura 24 percebemos que o aluno
faz diversas tentativas de formulacdo numérica antes de chegar ao resultado, mobilizando capa-

cidades cognitivas em torno de uma postura investigativa, utilizando pensamento inferencial e
intui¢do matematica.

Figura 24 — Dialética de Acdo da identidade encontrada pelo Aluno 0O1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ja na figura 25 vemos em destaque o registro final da identidade descoberta pelo aluno,
destacando que apds sua escrita ndo ocorreram mais tentativas, além do fato que a identidade

estd em posicao de destaque, configurando a dialética de formulag@o.
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Figura 25 — Formulac@o da identidade encontrada pelo

Aluno 01.
P Z U}, et y - i
! +4
: ;E*Nh = (?m-: *?mﬂ )‘iﬁn i HJM' _’P"‘fw‘;:-

Fonte: Dados da pesquisa.

A validacdo do aluno 01 para a identidade encontrada consistiu em simples exposi-

¢do numérica do resultado para seus colegas, ndo procedendo nenhum tipo de demonstragdo.
(Figura 26)

Figura 26 — Validacdo da identidade encontrada pelo
aluno 01.

Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno 02 prop0s as identidades (5.3), (5.4) e (5.5), respectivamente

PmPn = Pm+1Pn—1+ (_1)m+1pn—m—1
Pm = p%—lp% +p%+1p%v m par

2 2 ¢
Pm :me—l +me+l7 mimpar

Sobre a identidade (5.3), a mesma pode ser facilmente justificada fazendo p,_,,—1 =
Pn—(m+1) © aplicando o teorema 3.2.1. A seguir, na figura 27 vemos o momento que o aluno
02 faz a exploragdo numérica para a identidade (5.3), que corresponde a dialética de acdo do
aluno 02 para a respectiva identidade e a figura 28 contém indicios da formulacio e validagcdo
executadas pelo aluno 02, para encontrar e discutir a identidade (5.3).
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Figura 27 — Dialética de acao da identidade (5.3) encontrada pelo
Aluno 02.

1

Ps-?g = 530 = 350 ;?vr‘?a 49
Py D+ 12:70 = 840 - Fs | || PPy = 29 Yok« 11832 =Pe Py 42

PsPa=9- 69> 904= R+l
L

-.____,_-————————_ %
Poe T4 = 5-1697 845 = Py % +3

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 28 — Dialéticas de formulagdo e validacao da identidade (5.3)
encontrada pelo Aluno 02.

do AKD "
Dy- Py = Paeg * Pomg * 00 - Pooacg
Bgondlomer s vol ol & ines Av B
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Fonte: Dados da pesquisa.

Podemos notar pela figura 28 que o aluno ndo chega a realizar corretamente a demons-
tracdo, mas tinha a intencdo de levar a cabo uma inducao matematica sobre os indices A e B.
No entanto, acabou em um argumento circular.

Vamos discutir agora as identidades (5.4) e (5.5). Observe que a identidade (5.4) € a

mesma identidade presente no (5.7), a menos de uma mudaca de varidvel, o mesmo pode ser
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dito para as identidades (5.5) e (5.6). De fato considere

Pm=pp_1pp +pripy, mpar

Tomando m = 2n, obtemos pa, = pm = Pn—1Pn+ Pnt+1Pn = Pn(Pn+1+ Pn—1). Do mesmo modo

considere

2 2 ¢
Pm :PmTfl +PmT+1a mimpar.

Tomando m = 2n + 1, obtemos pa,1 = p2 + pﬁ i1

O aluno 02 ndo tentou realizar demonstra¢des formais para as identidades (5.4) e (5.5).
No entanto, o registro de cdlculo que o mesmo fez para testar suas formulas revela que para a
identidade (5.4) o aluno dispds os termos de modo a utilizar implicitamente (5.1). No entanto,
seu processo inferencial o guiou para a identidade (5.4). Isso pode ser observado na figura 29.
O que ¢ bastante natural, pois (5.4) e (5.5) podem ser demonstrados com (5.1). (ver teorema
3.2.1, corolario 3.2.1 e teorema 3.2.3) J4 na figura 30 podemos ver o processo para encontra a
identidade (5.5), onde o aluno simplesmente explorou quadrados para alguns valores de (pj,).
Esta exploracao configura a dialética de a¢ao, de modo que o aluno levado pelo espirito investi-
gativo e pensamento intuitivo explora tais quadrados, concluindo com a proposta da identidade
(5.5). Em nenhum dos casos, o aluno 02 propds uma demonstracdo l6gico-formal para a iden-
tidade.

Figura 29 — Dialéticas de acdo e formulacdo do aluno 02 para a identi-
dade (5.4).

PS?(«. = 39-30 = 3030
5 Q3718
fio '(25"?‘5) = 0338-2030=3487 Py-R

s Suryir—sode’”
D, Ta = 11830
P = 43.860

Dy - (Ps-Pa) = 13860 11830 = 2030 = .

. D
Pia= Ps e + e P

’&wﬂ%mw et P = P%ﬁi'

Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno 03 prop6e em conjunto com o aluno 05 a seguinte identidade

P%H + P = panii

que corresponde a equagdo (5.6).
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Figura 30 —

Dialéticas de acdo e formulagao do aluno 02 para a identidade (5.5).
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Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno 03 exibe como validacao parte de uma demonstragdo, que 0 mesmo nao con-

segue completar, apesar de ter seguido em uma direcdo promissora. Na figura 31a, exibimos

o processo inicial de investigacao do aluno, caracterizando a situacio de acdo e completando a

dialética de formulagdo com a proposicao da identidade como € exibido na figura 31b.

O aluno oferece ao final uma validacio, que nao aceitou compartilhar com os colegas,

apesar dos incentivos do professor e dos colegas. O registro dessa validacdo estd na figura 32 e

consiste em uma demonstracao incompleta. O registro escrito sugere que o aluno se "perdeu'na

manipulacao algébrica da validagao referida.

Figura 31 — Processo de investigacdo do aluno 03 para a identidade (5.6).

(a) Dialética de Acdo para (5.6).

(b) Dialética de Formulacao para (5.6).

?i-i"' '?5;-1 Wj% + (%00 -

- 1] \ i
p l'J—_ { \‘ - LIRS g ll _
ey 0 11 2L \ ¥, 2 &
- 1 E i ",' +(m-l|):‘ﬂn+p'\"l-n'
L S | \m -]
1 et ‘ _

o DI R S
Pe’- 9% 4 o 1 * |
5 D @ ke Pam et - P Pn 1 || P,m'
Fa = 89 m ‘I . I\
D3 i .‘-'_ it < L—/__.—_ _
| i 1o S

47 Bs) €= J
1;1 10 - 4900 SR

2 ]

Pos @ - lrbz 525 = Fies

fa+ 05 -ﬁ—t?ﬁ:-i‘ﬁ_‘-t?i“‘-ﬁ;*:—

P+ Pt 254140 = (69 = P =Py

F J If\’_.._A‘ 3 5 P,

§ﬂ: _,H_JHSQ.{;‘«EQ;- Y9 =P 45

(@'i‘-?ﬂ | - Puz e g

Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 32 — Validacao do aluno 03, com uma demonstracao incompleta.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A demonstracdo esperada para o aluno, considerando o caminho escolhido pelo mesmo
e o coroldrio 3.2.1 seria

Para n =0, vale

pi+pi=1=pro+i

Supondo que para um dado k vale

Pip1 + e = 1= pasi

segue que para k+ 1 temos

P2k 1)+1 = P2k+1)+2 = 2D2k+2 + P2k+1 = 2DP2 (k1) + P2k+1
=2pks1(Prr2 + Pi) + Pir + Pi = 4Ppoy +4PkPkst + Pisy + Pi
=(2pk41 + Pk)2 + p%-i—] = Pl%+2 + P%ﬂ .

Em nenhum momento, o aluno 03 fez menc¢ao a validade da identidade 5.6 para p_,, no entanto
isso poderia ser facilmente obtido através da identidade p_,, = (—1)""!p,,.

O aluno 05 nio fez tentativas para demonstra¢ao logica-formal para a identidade (5.6),
nao completando a validac@o. No entanto, registramos suas dialéticas de acdo e formulacao nas
figura 33 e 34.

Através da observacdo meticulosa, os processos intuitivos do aluno 05 o levam a inferir
a identidade (5.6).

Finalmente, o aluno 05 propoe também a identidade (5.7)

DP2n = DPn (pn—i—l +pn—1)
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Figura 33 — Inicio da dialética de acdo do aluno 05. Note a lista de quadrados e cubos,
indicando tratamento meticuloso na investigacgao.

@ JQAACAAMC}LM’J £ w';('gm td,a, T)J«f
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 34 — Final da dialética de agdo para identidade (5.6) feita pelo aluno 05 e sua
respectiva formulag@o.

PP =Pz =P »
Pl Oyt - Dons P2 v Y2529
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 35 — Final da dialética de acdo e formulacdo para identidade
(5.7) feita pelo aluno 05.

Pax - P (Pn-y v """rg‘_ i
B W :

Y m=t, n-2 en =3 | o -
Dye P (PoaB) Vo y(0+2) * =27
Pz Pu(PvPs) = Pas 2 (A+r2) =@ Paz42.,

Po= Ps(R~Pa) = Pe= (2 #) 5 B =790 ~,

Fonte: Dados da pesquisa.

a qual também nao exibe nenhuma tentativa de demonstracao.
O aluno 05 ndo registrou maiores detalhes da busca para tal identidade. No entanto, lembramos

pelo coroldrio 3.2.1 que esta identidade pode ser reescrita como
Pan = 2P +2Pupu—1 = 2(P + PuPn—1)

que nos indica que o provéavel caminho seguido pelo aluno passou pela lista de quadrados cons-

truida pelo mesmo.
Para finalizar a andlise da presente situacdo diddtica, descreveremos as conclusdes dos

alunos a respeito das relagdes encontradas utilizando & = 1++v2 e B = 1 — /2 como base.

Uma lista das possibilidades exploradas por praticamente todos os alunos € vista na tabela 24.

As relacoes
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Tabela 24 — Relagdes entre o e 3
encontradas pelos alunos.

—
a+p=2 )":<—1)na2n

Fonte: Dados da pesquisa.

off =—1
o+p=2
a—pB=2V2
a+l3:£
oa—p 2

resultam de simples computagdo, realizadas por todos os alunos, portanto nao incluiremos na

andlise. O seguinte conjunto de identidades foi encontrado por todos os alunos

o 2 (a)n n,2n

== (=] =(-1)"« (5.8)

B 2 B\ 2

P P o= (-1 5.

P = (o) =(-1rp 59)
Em todos os casos as igualdades (%) =(—1)"a’e g = (—1)"B?" foram demonstradas

em papel, mas os alunos nao se sentiram a vontade de ir a lousa compartilhar seus resultados.

No entanto, as figuras 36 e 37. mostram as dialéticas de acdo, formulacdo e validagcao
registrados pelos alugos 01 e 03, onde a Vallidagﬁo fica registrada como deducao (correta) para
as identidades (%) =(~1)'a”e (g) = (—1)"B*".

Observando as manifestagdes escritas do aluno 01, notamos que a identidade encon-
trada ndo figura no presente texto, nem foi vista na literatura consultada. Apesar da simplicidade
de sua composicao e concepgao, € notdria a capacidade de observacao e o papel da intui¢do na
busca de identidades ndo triviais. Isso é um indicativo de que as capacidades cognitivas dos
alunos foram mobilizadas e direcionadas para a realizacao de inferéncias sobre os objetos ma-
temdticos disponiveis.

Dada simplicidade do tratamento das identidades (5.8) e (5.9), apresentaremos somente
dois exemplos, vistos que o tratamento do restante dos alunos € similar. A seguir, na figura 37

vemos o tratamento oferecido pelo aluno 03.
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Figura 36 — Dialéticas de acdo, formulagdo e validacdo para as identidades presentes em
(5.8) e (5.9), produzidas pelo aluno 01.
B
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Fonte: Dados da pesquisa.

Finalmente, finalizando a situacdo diddtica 02, todos os alunos também encontraram

as identidades

a' = qn+ Vn\/i
B" = qn— Vn\/i-

(5.10)
(5.11)

No entanto, nenhum aluno manifestou necessidade de realizar uma demonstracio, o que pode
ser facilmente feito via indu¢ao matematica. Tentativas anteriores de indu¢do matemética apre-
sentadas nesta andlise podem indicar problemas e dificuldades com tal ferramenta, o que faz
os alunos a advogarem a favor de suas descobertas fazendo uso somente dos dados numéricos.
Outro fato interessante é que neste caso, os alunos utilizaram a nota¢do v, ao invés de p,. O

aluno 02 foi indagado sobre este fato

Professor: O que quer dizer esse v,,?

Aluno 02
Professor
Aluno 02
Professor
Aluno 02

: E os nimeros da sequéncia de Pell, né nao professor?

: Sim, mas vocé no inicio da aula de hoje estava usando p,,.

: Mas e num € a mesma coisa?

: E sim. Mas fiquei curioso por que vocé mudou a notacio.

: Sei 14, nem pensei nisso. Acho que é porque lembrei da aula ante-

rior, escrevendo esses g, junto dos v,,.

O que ndo correspondeu a empecilhos de nenhuma natureza para a continuidade da exploragao

de propriedades relacionadas a p,, como vimos até o presente momento.
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Figura 37 — Dialéticas de acdo, formulacao e validacdo para as identidades
presentes em (5.8) e (5.9), produzidas pelo aluno 03.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A demonstracdo para (5.10) e (5.11) pode ser obtida via indu¢do. Tomando n =0

1=a’=qo+vpvV2=14+0=1,
IZﬁOZqo—VO\/EZI—}—O:l.

Suponha que para todo natural menor ou igual a n vale

o" = gp+vnV2,
B" = qn— Vn\/i-

Desse modo, paran+1 vale

o = = o(g, +veV2)
=(14+V2)gn+ (1 +V2)v,V2
=qn+V2qu + V2 +2v,
=2+ Gn + V2(vn + Gn)
=qn+1 +vn+1\/§-
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B! =BB" = Blgn —vaV'2)
=(1-V2)gn — (1= V2)v,v2
—V2q, —vuV2 420,
=2V, +qn— V2(va+qn)
=qn+1 — Vn+1 V2.
Estas demonstracdes dependem diretamente do coroldrio 3.2.4, mas tal corolério é
equivalente a Escada de Theon, ao qual os alunos possuem acesso. A seguir, nas figuras 38 e 39

seguem os registros de dois alunos. Os alunos 01, 03 e 05 mantiveram registros similares aos
do aluno 02.

Figura 38 — Investigacdo do aluno 02 para as identidades (5.10) e (5.11).

o= (el LT = BT B () S LS WEVE < 3-0VT
(x5= (3<av3)(1+77) = 3*34T <HF 45 = 3505122 = Fe5ug

N2 (3+03) = 3% 29T 2@ = 94 | T = 8 = (e (9

G I3) (1493) = {F+1WT YT A JQT s I3 42903 + 02 4L+294T
B =(3- ~W3)(1-V3)= 3 -373 ~NT +NF = 3543 )] =7 54T

gpo&amlj sl g of ag_q\-an' Q¢ B-*-_qﬂ-lfm)'j'

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 39 — Investigacao do aluno 05 para (5. 10) e (5 11).

|obrol = -

(d2) U402 = 4% 2402 (27 7, - ;,<,'2 3 DU,

BB = - K 34 |

(1 -dT)(4 - J7) = 4%- 2002 2 (2w B 3-2JT
(@) ) () 7e5E e TO

(g (1- J’“)U Jg) = F-5J7 - :Cﬁau 7- 502

Fonte: Dados da pesquisa.

Como os alunos ndo realizaram a inducao esperada para as identidades (5.10) e (5.11),

para simplificar e insistir sobre a necessidade da indu¢do matemadtica solicitamos apenas que,
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baseados no que ja haviamos estudado até o momento, os alunos reescrevessem as identidades

(5.10) e (5.11) utilizando apenas os termos da sequéncia de Pell, obtendo dessa maneira

a' =gy, +Pn\/§
= Pn+ Pn-1 +pn\/§ = PnO+ Pn—1,
ﬁn :qn_pn\/i

= Pn+ Pn—1 _pn\/i = pnﬁ + pn—1-

Com a simplifica¢do das identidades (5.10) e (5.11), os alunos repetiram as tentativas
de inducdo matemadtica, logrando sucesso. Na figura 40 podemos ver a exposi¢ao do aluno 02,
executando a dialética de validacdo no quadro, discutindo o procedimento de indu¢do com o

restante da turma.

Figura 40 — Inducdo matemadtica para
a" = oapy, "‘pn—_l__-

e ] - {'.-'
| 7

———T ! ) "I’J

Fonte: Dados da pesquisa.

A ultima proposta da situagdo didatica 02, que consiste em encontrar uma formula
geral para p, foi registrada durante a validagdo das férmulas para " e 8", via provocagdes do
professor.

Na figura 41 podemos ver o resultado a dialética de validagdo executada pelo aluno 05,
durante a deducao da férmula de Binet, com contribuicdes de seus colegas.

Essa mudanga de representacdo para as identidades (5.10) e (5.11) foi sugerida para
facilitar suas demonstragdes, mas a férmula de Binet poderia ser deduzida do mesmo modo com

as identidades encontradas espontaneamente. Isso poderia ter sido feito de modo similar, como
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Figura 41 — Demonstragcdo da férmula de Binet
executada pelo aluno 05.

1
2
! !
>

Fonte: Dados da pesquisa.

segue abaixo

" —B" =qn+ V2 — qu+ V2 = (2V2)py =
an_ﬁn an_Bn

L N R

A institucionalizacdo para a situagdo didatica finalizada aqui ocorreu no inicio do en-

contro seguinte, antes de iniciarmos a situagdo didatica 03. Seguiremos agora a situacdo didatica
03.

5.3 Anadlise a posteriori da Situacao Didatica 03

O terceiro encontro ocorreu na data de 29/04/2019. Somente os participantes Aluno
01, Aluno 02 e Aluno 05 estavam presentes na sessdo. Esta situacdo didética explora as ma-
nifestacdes matriciais para a sequéncia de Pell. A auséncia dos alunos ocorreu por obrigacdes
académicas.

Na institucionalizac¢io correspondente a situacdo diddtica anterior, o professor realizou
as demonstragdes para as relagdes encontradas pelos alunos, bem como demonstrou a férmula
de Binet para p, fazendo uso da diferenca o’ — B”. Discutimos também os erros cometidos
nas tentativas de demonstracdo, explicitando as possibilidades e caminhos alternativos para a
validacdo das identidades encontradas.

Ap6s a provocagdo oferecida no inicio da situagdo didatica 03, os alunos iniciaram suas
tentativas para encontrar equagdes ou relagdes de recorréncias envolvendo operagdes matriciais,

de modo que as matrizes resultantes possuam os termos de (p,) em um padrdo coerente. Essa
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provocacdo inicial fornece um milieu apropriado para orientar uma situacao adidatica de busca
pelas matrizes e operacdes apropriadas para a obtengdo da recorréncia matricial esperada.

Observando os exemplos oferecidos, os alunos realizaram as primeiras tentativas com

amatriz M = dada no exemplo. Na figura 42 exibimos o inicio do processo de investi-

gagdo do alunos 01, iniciado a partir do exemplo dado no questiondrio 03. Durante a aula, foi
sugerido que os alunos tentassem diversas combinacdes de opera¢des matriciais: soma, produto

por escalar, produto entre matrizes, determinantes, etc.

Figura 42 — Inicio da dialética de ag@o do aluno O1.

Fonte: Dados da pesquisa.

Observe que o aluno 01 iniciou sua busca diretamente pelo teste de produtos sucessi-
vos. Ja o aluno 05 tentou se valer de uma das recorréncias matriciais, substituindo a matriz M

dada por uma matriz com elementos da sequéncia de Pell, como podemos ver na figura 43.

Figura 43 — Inicio da dialética de acdo do

aluno 05.
(2 P zf’m\
Bhe? k _)P'ﬂL f3p;13\)"l
v KL-S.;\Fﬂ}L 3 -0 . /‘ﬁ O
2.0 (3. )4 \ 6
Moz [ (3-2) % 3:d \K? 3
k 3 (s0l®) A2l
I"?}-ﬂ"'l— 3 4] \
My = Kol k?’ ‘,\&1\ ( !
19 \
Q L*D\ &\ \

Fonte: Dados da pesquisa.

Nossa expectativa era de que os alunos, ao investigar as possiblidades de operacdes
matriciais e matrizes possiveis, com a condi¢cdo de qué cada matriz obtida deveria apresentar os
termos da sequéncia de Pell, encontrassem o resultado exibido no teorema 3.2.6. De fato, os

alunos 01 e 02 ao investigar diversas possibilidades encontraram os resultados apresentados na
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figuras 44 e 45. Na figura 46 observamos a mesma conclusao por parte do aluno 05, apesar no

nimeros de operagdes reduzidas realizadas pelo mesmo.

Figura 44 — Momento em que o aluno 02 encontra a recorréncia
matricial esperada, caracterizando a dialética de formulacao.

T s o /=H 34
b \ 7 i (B T i T (e
M Ma= (; j;...(_l ;, JIi [ 3 1 ) =Ms
" [ 5)
. 31 KS J\ - ( 5 4/°
u.ﬂa-(\ju A Al

— = )
(7 BN e [P R
My 4 ri,}n-x ! Pad Va2

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 45 — Dialética de formulagao registrada pelo aluno O1.

¢ o gestap i Yool e g ef oiopiny
e I|| e I| =) a 1 '|:_'1
\ L O (A 2 o P4 /
M. M,=[5 2(1#\1_.*1: Sl
. | i = 5 K Sl s BT
| f \peck / I i 5 b fi TS
1/\ : O.a" 4 \\.P3 .L-?'!M_,n’

e
F
L
C

Fonte: Dados da pesquisa.

Estes registros indicam que a situacdo didatica 03 conseguiu estimular os processos
cognitivos dos alunos, durante sua investigacdo numérica, permitindo aos mesmos descobrir
resultados novos, indicando sucesso ao provocar o raciocicio inferencial dos alunos com apoio
da situacao adidética construida.

Os alunos 01 e 02 conseguiram demonstragdes aceitdveis, exibindo somente o passo
indutivo para o resultado, ja que haviam calculado os primeiros termos para a recorréncia pro-
curada. Ou seja, os procedimentos para realizar a validacdo estavam disponiveis e claros. O
detalhes de tais demonstra¢des podem ser vistos na figura 47, onde € exibido o texto do aluno

02. E na figura 48 o aluno 02 discute no quadro o passo indutivo com o restante da turma.
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Figura 46 — Dialética de formulagdo registrada pelo
aluno 05.

(P ) e .
=0 | Come uwan "‘r’hoj_ru?vo Povt q:mrﬁm 7
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\ & .4 10 ) \ 5

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 47 — Passo indutivo para o teorema 3.2.6 realizados pelo aluno 02.

w - Mi -jul?["\'l

Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar do passo indutivo ter sido realizado como sucesso, nenhum aluno registrou
preocupacdo com a comutatividade do produto das matrizes, necessério para definir de modo
coerente as poténcias de matrizes utilizadas. Nao ocorreu a recordacao de que o produto de ma-
trizes ndo € necessariamente comutativo, tampouco a tentativa de explicar ou validar a comuta-
tividade para este caso particular. No entanto, apesar de matematicamente e pedagogicamente
interessante esse fato, a percep¢ao de tal comutatividade ndo faz parte do nosso interesse de
andlise.

Por fim, os alunos buscaram e estabeleceram com sucesso uma interpretacdo para as
matrizes M_,, bem como a relacio M_, = [Mn]_1 encontrada no teorema 3.2.7. Na figura 50
exibe tanto os apontamentos do aluno 01 como sua exposi¢do no quadro do resultado encon-
trado. Interessante que o aluno 01 utilizou a identidade p_, = (—1)"*!p,, para obter o resul-
dado, enquando o aluno 05 simplesmente substitui n por —n, chegando aos mesmos resultados.

No entanto, os alunos ndo perceberam imediatamente que o resultado de sua manipu-
lagdo resultou no aparecimento da inversa de M,,, necessitando de uma pequena provocagdo do

professor.

Professor: Comparando a matriz M, com essa matriz, da para afirmar algo so-
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Figura 48 — Demonstracdo discutida pelo aluno 02
com a turma, exibindo o passo indutivo da figura 47.

[}

Fonte: Dados da pesquisa.

bre elas, observando essa igualdade? (referindo a (—1)" [p:gﬁl) p_p_’: ]
n (n—

Aluno 05: Como assim professor? -

Professor: Essa matriz que vocé conseguiu, pode ser escrito de modo dife-

rente? Ou pode estar relacionada com outra matriz? Olha o jeito que os termos

da matriz estio!

Aluno 05: Como assim professor?

Professor: Nao sei... esses termos estdo muito bonitinhos...

Aluno 05: Deixa ver aqui professor.

Depois de alguns minutos de trabalho, o pesquisador sugere que os alunos observem
o determinante das matrizes, obtendo o seguinte registro da figura 49, efetuado no quadro para

ajudar aos outros estudantes durante o processo de exploragao.

Figura 49 — Determinante para matriz M,, registrado pelo aluno 02

Fonte: Dados da pesquisa.

Nisso deixamos os alunos trabalherem sem orientacdes extras durante algum tempo.
Ap6s transcorridos um pouco mais que 15 minutos, os alunos 01 e 03 exclamaram terem en-

contrado uma relacdo com uma inversa de matriz, percebendo que a matriz
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Mn — (_l)n p—(VH—l) _p—n
—P-n P-(n-1)

¢é inversa de
P—(n—1) P—n
—n P—(n+1)

Figura 50 — Validacdo do aluno 01 e sua apresentacdo, sobre a

matriz M_,,.
(a)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observando os dados, podemos concluir que a situagdo didatica 03 estabeleceu com
sucesso um milieu adequado para que a situagdes adiddticas propostas estimulassem com su-
cesso as capacidades cognitivas e o raciocinio inferencial dos alunos, mobilizando seus recursos
para a descobertas de resultados novos. Os alunos descobriram os resultados essenciais para a
situacdo didatica, bem como estabeleceram, na maioria dos casos, validagdes proximas a dese-

jadas. A seguir, descreveremos os resultados da dltima situacdo didética proposta.
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5.4 Anadlise a posteriori da Situagao Didatica 04

O quarto e ultimo encontro ocorreu na data de 06/05/2019. Os individuos Aluno 01,
Aluno 02, Aluno 03 e Aluno 05 estavam presentes na sessao. O aluno 04 nao pode estar presente
por conta de obrigacdes académicas. Nesta situacdo didética, exploramos a defini¢do 3.4.2, que
define os polindmios de Pell, [p,(x)].

Esperamos que todo o conjunto de conhecimentos sirva de referéncia para a exploragao
das propriedades da [p,(x)] e portanto, ofereceremos o minimo de instru¢des para o processo
de investiga¢do promovido pela situacdo didatica.

Antes de iniciar a situacdo didatica, realizamos uma pequena institucionalizacdo, dis-
cutindo as demonstracgdes para P, e P_,,.

Solicitamos que os alunos, aps computarem alguns termos para [p,(x)] buscassem:
relagdes entre os termos de [p,(x)] e (p,); uma equag@o caracteristica similar a de (p,(x)); uma
férmula geral para [py(x)].

Na figura 51 constatamos o inicio da dialética de a¢cdo do aluno 01. Neste momento,
todos os alunos computavam valores para [p,(x)].

A atitude inicial dos alunos foi a de buscar padrdes gerais para os polindmios, obser-
vando uma possivel previsibilidade em seus coeficientes. Dentre essas caracteristicas, o aluno
01 a observacdo de que o coeficiente de maior grau em cada polindmio € sempre uma poténcia
de 2. Percebe também que quando n impar o coeficiente de grau 0 do polindmio existe e vale
necessariamente 1. Este ultimo fato também foi percebido e registrado pelo aluno 02 como

demonstramos na figura 52.

Figura 51 — Computagdo dos 10 primeiros
termos de [p,(x)], caracterizando o inicio da
acao do aluno 01
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 52 — Observagdo do aluno 02 sobre uma conjectura baseada no
comportamento polinomial de [p,(x)].
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na figura 53 vemos o aluno 01 realizando exposi¢do da computacdo realizada, em

discursdo com o restante da turma, dando continuidade a dialética de a¢@o e iniciando a dialética

de formulagdo com a busca de padrdes coerentes envolvendo os coeficientes de pj,(x)

Figura 5 3 Dlaletlca de agao da turma na busca de outras propriedades.

Fonte: Dados da pesquisa.

Como previsto na andlise a priori os alunos ao explorar os polindmios e observar seus

coeficientes notaram que p,(1) = p, ou seja, que a soma dos coeficientes de cada p,(x) é

igual a p,. Inicialmente, os alunos 01 e 03 percebem esse fato exprimindo apenas a soma dos

coeficientes, tal como o aluno 01 registra em escrito conforme € exibido na figura 51.

Disso, os alunos comunicam verbalmente tal fato ao restante da turma e o pesquisador

segue com a seguinte provocagao

Professor: D4 para representar essa soma utilizando os préprios polindmios?
Aluno 02: Vamos ver professor.

Aluno 03: Como assim professor?

Professor: Comparem o polindmio com a respectiva soma de coeficientes. Nao
posso dizer mais (risos da turma)
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O registro escrito do momento em que o aluno 01 percebe que ao fazer x = 1 estabele-

cemos uma ponte entre [p,(x)] e p, se encontra na figura 54.

Figura 54 — Dialética de Valida-
¢do para p,(1) = p,

Pri]=2 = 2 o
;(j)(JJ"l;b:lﬁ
”\ . 1 Y 42*8
E) =2

p?q({ )= Fa

Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos também construiram, por analogia com as estruturas matematicas ja discuti-
das nas situacdes didaticas anteriores, uma equacdo de caracteristica andloga a ja discutida para
Pn- A seguir na figura 55 registramos o procedimento do aluno 03 quando o mesmo constréi a

equagdo

22— 2xt—1=0

e calcula corretamente as raizes a, e 3, para a equagdo caracteristica, cujas propriedades sao

similares as propridades encontradas no caso de (p,) e estdo presentes na se¢do 3.4..

Figura 55 — Registro da equacio caracteristica > —2xt —1 =0e
célculo das raizes o e PBy.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Os alunos também encontraram as identidades

oy = QP (X) + pu—1(x) (5.12)
ﬁ; = ﬁxpn(x) + Pn—1 (x) (5.13)

similares nas identidades o” = o p,, + pn—1 € B" = Bpn + pn—1. Os alunos aqui ndo manifes-

Figura 56 — Registro da equagio caracteristica 1> — 2xt — 1 = 0,
raizes a, e fB; e conjectura das identidades " e 3", durante uma
dialética de agdo.

Fonte: Dados da pesquisa.

taram preocupagdo com a demonstracao formal das identidades (5.12) e (5.13), visto que tais
identidades possuem mesma estrutura das identidades correspondentes a a” ¢ . No entanto,
diante da indagacdo sobre a demonstracdo formal de tais fatos, manifestaram consiéncia que
o mesmo pode ser feito via indu¢do matemadtica, em um processo similar ao passo indutivo
exibido na situagdo didética 02.

Finalmente, com base nas identidades (5.12) e (5.13), os alunos demonstram, de modo
trivial e similar ao que foi feito na situacdo didética 02, a férmula de Binet para [p,(x)]. Pode-
mos ver este fato na figura 57. Tal demonstra¢do ocorre de forma similar ao que foi executado
na situacdo didatica 02 para a férmula geral de p,,.

Desta forma, os principais objetivos para a situa¢do didatica 04 foram atingidos: iden-
tificar um elo entre [p,(x)] e py, através de p,(1) = p,, explorar a, e B, atrdves de uma equagdo

caracteristica apropriada e encontrar a férmula de Binet para [p,(x)].

5.5 Sintese do capitulo

Desse modo, considerando nossos objetivos especificos e o fato de que estamos in-
teressados em um processo de validacdo interna, onde dependemos apenas dos progndsticos

tracados na andlise a priori em comparacido com os dados obtidos na andlise a posteriori.
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Figura 57 — Dialética de validagdo do aluno 01 da férmula de
Binet para p,(x).
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos o processo de descoberta de resultados via investigagdao numérica, a ma-
nifestacdo do raciocinio intuitivo e descoberta de identidades por analogias, evidéncia de que
conseguimos ativar com sucessos 0s processos cognitivos e inferenciais dos alunos da pesquisa.

Digno de nota ¢ a dificuldade dos alunos em realizar algumas demonstracdes. Quase
todas as identidades e relacdes discutidas nas situagdes didaticas exibidas podem ser demonstra-
das utilizando indu¢do matematica ou uma férmula de Binet apropriada. No entando os alunos
manifestaram dificuldades em por em acdo tais ferramentas. Na maior parte dos casos, estimulo
adequado do professor e mudanga de perspectiva criaram condi¢des adequadas para o uso da
indu¢do matematica.

A excessao da situacdo didatica 02, que possuem identidades que necessitavam a for-
mula de Binet (obtida somente ao final da situacio didatica) ou de malabarismos algébricos para
realizar a demonstragdo, em todas as situagoes didaticas encontramos paralelos positivos entre
andlise a priori e anélise a posteriori, de modo que os resultados previstos foram descobertos ou
computados com sucesso, de modo que o processo pode ser descrito em termos das dialéticas

de acdo, formulacdo e valida¢do da TSD, concluindo assim nossa validagdo interna.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo da Didédtica Matematica € investigar e construir teorias que expliquem os
processos de ensino e aprendizagem em matemaética. Esse objetivo sé possui um fim principal:
melhorar a eficiéncia para o ensino e assimilagdo de conhecimentos por parte de alunos de
matemadtica nos mais variados niveis de ensino, o que implica em conhecimentos construidos
com maior qualidade com menor investimento de energia e tempo.

Esses objetivos se baseiam parcialmente na afirmacdo, hoje de senso comum, que a
metodologia de ensino mais comum em matematica, baseada nas modalidades de exposicoes
l6gico-expositiva ou numérica-replicativa ndo ddo conta da complexidade e amplitude do co-
nhecimento matematico, tampouco atendem as necessidades cognitivas dos alunos, resumindo
o processo de ensino a simples memorizagao de resultados e adestramento para aplicar solu¢des
padrdo para problemas padrao.

Como jé apresentamos em capitulos anteriores, a proposta da escola francesa de Did4-
tica da Matematica possui dois pilares principais: o construtivismo didatico, baseado na abor-
dagem construtivista de Jean Piaget e a anélise epistémica do conhecimento matematico.

O construtivismo didético enfatiza a constru¢do do conhecimento por parte do aluno
estimulado por um ambiente apropriado para induzir tais comportamento, levando em conta as
interacdes entre aluno-aluno, aluno-professor e aluno-ambiente.

A andlise epistémica do conhecimento matematico ocorre pelo entendimento do papel
essencial que a constru¢do do conhecimento matemadtico, em seus aspectos axioldgicos, histo-
ricos e filosoficos, possui para o planejamento e anélise de situacdes didaticas.

A pesquisa contida neste texto prentendeu exibir, fazendo uso da Engenharia Dida-
tica e Teoria das Situacdes Diddticas ndo somente um exemplo de estudo segundo o viés da
Didatica da Matematica francéfona, mas um modo de abordagem e construcao de realizacdes
didéticas que permitam um processo de ensino mais eficiente para as necessidades cognitivas e
didaticas dos alunos, como também mais condizente com a natureza epistemoldgica da prépria
matematica.

De fato conseguimos atingir nossa pretensao presente na hipétese de pesquisa ao sa-
tizfazer nossos objetivos, respondendo dessa maneira a pergunta norteadora para este trabalho
e atendendo a hipdtese de pesquisa.

Recapitulando, nossa hipétese de pesquisa € o estudo sobre o objeto matemadtico co-
nhecido como sequéncia de Pell, com transposi¢do diddtica efetuada segundo os preceitos da
TSD, é capaz de mobilizar o pensamento intuitivo e inferencial do estudante, bem como atitude
investigativa, conduzindo-o a descoberta de teoremas e resultados, motivada pela pergunta:
como realizar uma transposi¢do diddtica para a sequéncia de Pell e seus modelos matriciais e
polinomiais, de modo a promover um processo de ensino que incentive a descoberta de resul-

tados e teoremas por parte dos alunos?
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Afirmo que tal hipdse foi confirmada pela andlise a posteriori e validagdo, respondendo

dessa maneira nossa pergunta norteadora, ao atender nossos objetivos especificos:

1. Estudar e investigar as relacoes matemdticas, epistemologicas e historicas da sequéncia

de Pell e seus modelos de generalizagdo.

Atendido durante a fase de andlises prévias, onde examinamos a estrutura matematica
para a sequéncia de Pell e seus modelos de generalizagdo, bem como exibimos alguns
aspectos histéricos importantes. Estas informacdes nos permitiram examinar a estrutura
dos conhecimentos matemaéticos a serem trabalhados e observar os possiveis caminhos de

trabalho dos alunos.

2. Tomando a Teoria das Situagoes Diddticas como teoria de ensino, construir sequéncias
diddticas que abordem as caracteristicas da sequéncia de Pell e seus modelos de genera-

lizagdo, explorando os obstdculos epstemologicos encontrados.

Atendido durante a andlise a priori, que concebeu situagdes didaticas tendo em vistas as
caracteristicas epistemoldgicas do objeto matemaético, os aspectos didaticos do 16cus do
experimento e as peculiaridades cognitivas dos alunos participantes do estudo, visando
uma transposi¢ao didética que atenda os pressupostos da Teoria das Situagdes Didéticas.
Visamos com isso provocar um processo de descoberta de resultados durante o ensino,
paradigma ao qual se funda a Teoria das Situa¢des Didaticas e e a Diddtica da Matematica

Francoéfona.

3. Analisar as estratégias e manifestacoes dos alunos durante a aplicacdo das sequéncias

diddticas construidas, segundo o paradigma da Engenharia Diddtica.

A andlise a posteriori e validacdo interna foram executadas ao final, realizando paralelos
com as previsoes de comportamentos colocadas na andlise a priori, permitindo avaliar os
resultados pretendidos em torno da hipétese escolhida. O processo de descoberta guiada
pelo milieu projetado durante a Andlise a Priori se mostrou bem sucedido durante o
processo de ensino, estimulando a atividade exploratdria a a elaboracdo de conjecturas

por parte dos alunos.

Dessa forma, atendemos o objetivo geral para este trabalho: Elaborar uma Engenharia
Didatica para objeto matemético denominado sequéncia de Pell, bem como seus diversos mo-
delos de generalizacdo, através de um conjunto de situacdes didaticas segundo os pressupostos
da Teoria das Situacdes Didaticas.

O cumprimento de tal objetivo permitiu ao final do processo, validar o estudo segundo
as orientacoes da Engenharia Didética, constatando dadas as condi¢des postas, ou seja situagdes
didéticas desenhadas sobre o presuposto da TSD permite a mobiliza¢dao do pensamento intuitivo
e inferencial, permitindo a descoberta de resultados e teoremas por parte dos alunos através de

uma aborgagem que favorega postura investigativa.
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Esse fato tanto atende nossa hipétese de pesquisa quanto responde nossa pergunta nor-
teadora, pois indica que o uso de abordagens no ensino de matemadtica através do viés da TSD
promovem processos de ensino que favorecem a descoberta de resultados por parte dos alunos,
onde o professor exerce o papel crucial de estabelecer o ambiente adequado para estimular e
promover tal comportamento.

A partir do que foi respondido pela pesquisa podemos realizar duas observagdes. Ini-
cialmente, o sucesso deste trabalho parece indicar que a natureza do conhecimento matematico
e de como ele € construido € essencial para o sucesso do processo de ensino. Assim, o estudo
nao somente da estrutura matemdtica daquilo que se deseja ensinar, mas o estudo sobre o pro-
cesso historico e filoséfico para composi¢ao deste conhecimento € essencial para a elaboracdo
de processos de ensino.

Além disso, a abordagem sugerida pela TSD orienta que a maior parte do trabalho em
sala de aula ocorra por esforco do aluno, orientado por condi¢des e ambiente preestabelecidos
pelo professor. Nossos resultados foram atingindos em um ambiente de ensino com estas carac-
teristicas. Desse modo, temos entdo um indicio de que abordagens centradas no aluno, mas no
entanto dirigidas pelo professor, surtam melhores efeitos no ensino do que a simples exposi¢ao
16gico-tedrica mas comumente vista nas salas de aula.

Dessa forma, esta pesquisa e seus resultados oferecem uma tripla contribuicdo. Em
primeiro lugar, contribui com a ampliagdo do escopo da TSD e Engenharia Didatica, colocando
mais uma pequena pega para construgdes destas respectivas teoria de ensino e metodologia de
pesquisa, dando assim uma modesta contribuicao.

Segundo, chama a atencdo para outras opc¢oes de formacao para a disciplina de histdria
da matematica, cujo itinerdrio tradicional de estudo em geral ndo inclui recorréncias, sequéncias
numéricas, algebra e teoria dos ndmeros.

Terceiro, oferece aos professores e alunos de licenciatura em matematica um modelo
de abordagem em sala de aula capaz de favorecer e estimular procedimentos inferenciais dos
alunos, permitindo a descoberta de resultados e uma aprendizagem mais profunda.

Como perspectiva futura escolhemos elencar duas perspectivas principais. A mais
imediata consiste em estender este trabalho para outros modelos existentes para a sequéncia de
Pell, como explorar o ensino para a complexificacio desta sequéncia, polindmios bi-variados de
Pell, quaternions e octdonios de Pell, bem como elaborar uma engenharia didética para estudar
equagdes diofantinas ndo lineares, com foco no estudo da equacao de Pell.

Outra perspectiva de estudo consiste em utilizar a TSD e Engenharia Didatica para
explorar a no¢do de recorréncias lineares (e talvez ndo lineares) para o ensino médio, como
forma de reintroduzir este assundo em nivel médio.

Desse modo, encerramos o presente texto.
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DADOS DO PARECER

Numero do Parecer: 3.203.365

Apresentacgao do Projeto:

Este projeto de pesquisa se estrutura pelas diretrizes da Engenharia Didatica,tendo como titulo
"ENGENHARIA DIDATICA SOBRE O ENSINO DA SEQUENCIA DE PELL E MODELOS DE
GENERALIZAGCAQ". Areas de conhecimento: Ciéncias Exatas e da Terra e Ciéncias Humanas. Trata-se de
uma intervengdo experimental baseada na Teoria das Situagdes Didaticas, orientada pela Engenharia
Didatica.Numero de participantes, 8. Publico alvo: alunos da disciplina histéria da matematica, do curso de
Licenciatura em Matematica do IFCE - Campus de Fortaleza.

Objetivo da Pesquisa:

Averiguar os comportamentos e obstéaculos epistemoldgicos surgidos a partir da aplicagao
das situagdes didaticas projetadas para o ensino da sequencia de Pell e seus modelos de
generalizagdo, comparando-as com as previsdes iniciais.

Avaliacao dos Riscos e Beneficios:

A pesquisadora aponta possiveis riscos, possibilidade de desmotivagcdo em relagao ao assunto abordado ou
propagagao de descrenga acerca da metodologia utilizado para o ensino. Os alunos também podem
considerar que o experimento constituiu uso inapropriado de tempo docente, ocasionando prejuizos de
ordem moral ao ensino de matematica e ao assunto que se deseja ensinar, resultando em possiveis
bloqueios psicolégicos para com tais temas. Caso ocorram tais efeitos, poderemos considerar o experimento
como parcialmente ou totalmente falho.
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Beneficios:

Esta pesquisa procurar realizar uma contribui¢ao incremental ao conhecimento relativo ao ensino de tépicos
de histéria da matematica e teoria dos nimeros, utilizando como catalisador o objeto matematico conhecido
por sequéncia de Pell. Esta sequéncia numérica em particular possui interessantes conexdes com diversas
areas da matematica pura e aplicada, caracterizando um interessante ponto de partida para o ensino de
diversos tépicos matematicos. Ao participar dessa pesquisa, os participantes estardo colaborando tanto para
uma melhor compreenséo dos aspectos relativos ao ensino de matematica para professores em formagao
inicial, como também terdo a oportunidade de apreender conhecimentos poucos abordados nos cursos de
licenciatura, enriquecendo assim a prépria formagéo profissional.

Comentarios e Consideracoes sobre a Pesquisa:

Acompanhamento e assisténcia:

O acompanhamento serd dado especificamente de ordem didatico/pedagdgico decorrente de eventuais
dificuldades surgidas na aula sera efetuado preferencialmente no Iécus da aula e durante a mesma, se
restringindo a dificuldades relativas ao processo de ensino dos assuntos que serdo abordados.
Alternativamente, caso se mostre conveniente ou necessario,os pesquisadores poderao oferecer suporte a
distancia, através do uso de tecnologias digitais de comunicagdo.Havera também ressarcimento e
indenizagao ao participante.

O pesquisador declara conhecer e cumprir as orientagdes e determinagdes fixadas na Resolugao n. 466/12
de 12/12/2012 (no item 10 da segao X3 do capitulo X) e Resolugéo n. 510 de 07 de abril de 2016 ( artigo 28,
inciso |, do capitulo VI) e Norma operacional n. 001/2013, disponivel pelo CNS/CEP/IFCE. Também declara
compromisso e garantia dos beneficios da pesquisa.

Consideracgoes sobre os Termos de apresentacao obrigatéria:
Contempla todos os termos exigidos pelo CEP/CONEP.

Recomendacdes:
Sem recomendagoes.

Conclusées ou Pendéncias e Lista de Inadequacoes:
Aprovado.

Consideragodes Finais a critério do CEP:
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Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:
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Informagdes Bésicas| PB_INFORMAGOES_BASICAS_DO_P | 01/03/2019 Aceito
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Engenharia Didatica sobre o ensino da sequéncia de Pell e modelos de
generalizacao.

Prof. Esp. Wedson Francelino Ribeiro Noronha

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa.
Este documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa
assegurar seus direitos como participante e é elaborado em duas vias, uma que
devera ficar com vocé e outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas
davidas. Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera
esclarecé-las com o pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e
consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir participar. Ndo havera
nenhum tipo de penalizagdo ou prejuizo se vocé nao aceitar participar ou retirar sua
autorizacdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Desejamos investigar, via Engenharia Didatica, metodologia de pesquisa em
Didatica da Matematica, os procedimentos e categorias manifestadas pelos alunos
durante o ensino da sequéncia de Pell e suas diversas manifestagdes. Recorréncias
lineares e sequéncias numéricas sdo tépicos pouco abordados tanto nos cursos de
licenciatura em matematica quanto no ensino basico. No entanto, acreditamos que
dada a riqueza de inter-relacdes internas e externas a matematica, manifestadas por
tal objeto matematico (sequéncia de Pell, sequéncia numérica definida
classicamente via recorréncia linear de 2° ordem), que 0 mesmo se configura em
uma 6tima oportunidade para o ensino e fomento da cultura matematica em sala de
aula, tanto no contexto de formac&o inicial de professores, nos cursos de
licenciatura, quanto na educagéo basica.

¢ Objetivo primario:
Averiguar os comportamentos e obstaculos epistemolédgicos surgidos a partir
da aplicacédo das situag6es didaticas projetadas para o ensino da sequencia
de Pell e seus modelos de generalizagdo, comparando-as com as previsoes
iniciais.

¢ Objetivos Secundarios:

o Identificar possiveis percursos metodoldgicos para o ensino da sequéncia
de Pell e seus modelos de generalizacao;

o Examinar se a estrutura axiomatica e epistemoldgica natural do objeto
matematico: sequéncia de Pell, bem como seus diversos modelos de
generalizagcdo, com o objetivo de identificar as necessidades de
procedimentos de transposicdo didatica ao longo do desenvolvimento do
assunto proposto.

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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Procedimentos:

Participando do estudo vocé estd sendo convidado a: assistir e participar
ativamente da aula, sendo constantemente convidado a responder os problemas e
desafios propostos em aula, por meio de questionarios impressos e/ou exposi¢cao
em quadro branco.

Observacdes:

e Solicitamos que o0s alunos participantes mantenham o maximo de
assiduidade e pontualidade possivel, atentando para o horario normal de
aulas. Faltas frequentes ou atrasos podem comprometer os trabalhos em
sala de aula, a coleta de dados ou mesmo a aprendizagem dos participantes.

e Eventualmente, sob permissdo expressa dos participantes, realizaremos
coleta de imagem e audio via equipamentos eletrénico apropriado (celular,
camera fotografica ou de video, gravador de audio), com o intuito de auxiliar
e fundamentar a analise dos exercicios e problemas presentes nos
guestionarios impressos.

Desconfortos e riscos:

Como possiveis riscos, temos a possibilidade de desmotivagdo em relagao ao
assunto abordado ou propagacdo de descrenca acerca da metodologia utilizado
para o ensino. Os alunos também podem considerar que o experimento constituiu
uso inapropriado de tempo docente, ocasionando prejuizos de ordem moral ao
ensino de matematica e ao assunto que se deseja ensinar, resultando em possiveis
bloqueios psicoldgicos para com tais temas. Caso ocorram tais efeitos, poderemos
considerar o experimento como parcialmente ou totalmente falho.

Beneficios:

Esta pesquisa procurar realizar uma contribuicdo incremental ao
conhecimento relativo ao ensino de tépicos de histéria da matematica e teoria dos
ndmeros, utilizando como catalisador o objeto matematico conhecido por sequéncia
de Pell. Esta sequéncia numérica em particular possui interessantes conexées com
diversas areas da matematica pura e aplicada, caracterizando um interessante ponto
de partida para o ensino de diversos topicos matematicos. Ao participar dessa
pesquisa, 0s participantes estardo colaborando tanto para uma melhor compreensao
dos aspectos relativos ao ensino de matematica para professores em formagédo
inicial, como também terdo a oportunidade de apreender conhecimentos poucos
abordados nos cursos de licenciatura, enriqguecendo assim a propria formagéo
profissional.

Acompanhamento e assisténcia:

O acompanhamento didatico/pedagdgico decorrente de eventuais dificuldades
surgidas na aula sera efetuado preferencialmente no I6cus da aula e durante a
mesma, se restringindo a dificuldades relativas ao processo de ensino dos assuntos
gue serdo abordados. Alternativamente, caso se mostre conveniente ou necessario,
0os pesquisadores poderdo oferecer suporte a distancia, através do uso de
tecnologias digitais de comunicacao.

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma
informagcdo sera dada a outras pessoas que ndo fagcam parte da equipe de
pesquisadores. Na divulgacdo dos resultados desse estudo, seu nome nao sera
citado e informagdes contendo imagens e audio serdo devidamente tratadas para
evitar identificacao.

Ressarcimento e Indenizagao:

Vocé tera direito ao ressarcimento das despesas diretamente decorrentes de
sua participacdo na pesquisa e a indenizagdo pelos danos resultantes desta, nos
termos da Lei.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com o
pesquisador Prof. Esp. Wedson Francelino Ribeiro Noronha, Sampaio, Av. Treze

de Maio, 2081 - Benfica, Fortaleza - CE, 60040-531, Coordenacdo do Mestrado
Académico em Ensino de Ciéncia e Matematica (PGECM), sala 141, fone (88)
9.9648.3313, e-mail: tadpnrdd@gmail.com.

Em caso de denuncias ou reclamagdes sobre sua participagdo e sobre questdes
éticas do estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de
Etica em Pesquisa (CEP) do IFCE das 08:00hs as 12:00hs e das 13:00hs as
17:00hs no IFCE Reitoria - R. Jorge Dumar, 1703 - Jardim América, Fortaleza - CE,
60410-426; fone (85) 34012332 e-mail: cep@ifce.edu.br.

Consentimento livre e esclarecido:

ApOs ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais riscos e o incOmodo que esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste
documento assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nés
rubricadas:

Nome do(a) participante:

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Responsabilidade do Pesquisador:

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolugdo 466/2012 CNS/MS e
complementares na elaboragdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fornecido
uma via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo
CEP perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente.
Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa
exclusivamente para as finalidades previstas neste documento ou conforme o
consentimento dado pelo participante.

Prof. Esp Wedson Francelino Ribeiro Noronha

Data: / /

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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ANEXO C - PUD DA DISCIPLINA HISTORIA DA MATEMATICA -
COMPONENTE CURRICULAR DO CURSO DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA DO IFCE, CAMPUS Fortaleza

@ INSTITUTO FEDERAL DO CEARA-IFCE
CAMPUS FORTALEZA

DIRETORIA DE ENSINO

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

PROGRAMA DE UNIDADE DIDATICA — PUD
DISCIPLINA: HISTORIA DA MATEMATICA

Carga Horaria Total: 80 h Teodrica: 70 h Pratica Como Componente Curricular: 10 h
Niimero de Créditos: 4

Codigo pré-requisito: Geo Plana e Cons. Geom, Calculo II e Teoria dos Ntiimeros
Semestre: 6°

Nivel: Graduagao

EMENTA

Estudo do conceito, desenvolvimento histérico e representacdes do niimero. O desenvolvimento da Matemética
nas diversas civilizagdes ao longo da histéria. Vida obra e contexto histérico dos principais matematicos e suas
contribuigdes para o desenvolvimento da Matematica. Histéria da Matematica no Brasil.

OBJETIVO

- Levar o aluno a compreender o desenvolvimento da Matematica de acordo com o contexto histdrico e social e
fazer conexdes com as metodologias de ensino e propostas curriculares;

- Conhecer os principais matemdticos e suas principais contribui¢des no desenvolvimento do conhecimento
matemdtico ao longo da histéria;

- Utilizar o conhecimento da Histéria da Matematica para aprimorar o ensino de forma critica e contextualizada;

- Entender o desenvolvimento da Histéria da Matematica no Brasil.

PROGRAMA

1. O conceito de niimero e os sistemas de numeragao.

2. O desenvolvimento histérico da algebra, Geometria e Aritmética nas diferentes épocas e civilizagdes.
3. Principais matematicos da histéria e suas contribuigdes para o desenvolvimento da Matematica.

4. Histéria da Matematica no Brasil.

METODOLOGIA DE ENSINO

Aulas expositivas, seminarios, debates, apresentagdo de videos e pesquisa.

AVALIAGAO

Provas, trabalhos, semindrios e avaliagdo continua.

BIBLIOGRAFIA BASICA

- EVES, Howard. Introdugao a Histéria da Matematica. Campinas-SP: Editora Unicamp, 2004.
- BOYER, Carl B. Histéria da Matematica. 2° ed. Sdo Paulo: Edgard Bliicher, 2006.
- D’AMBROSIO, Ubiratan. Uma Histéria Concisa da Matematica no Brasil. Petr6polis-RJ: Vozes, 2008.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

- MENDES, I. A. O uso da Histéria no Ensino da Matematica: reflexdes tedricas e experiéncias. Belém:
EDUEPA, 2001.

- MIGUEL, Antonio et. al. Histéria da Matematica em Atividades Didaticas. Sdo Paulo: Livraria da Fisica
Editora, 2009.
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APENDICE A - QUESTIONARIOS
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171 A sequencia de Pell e aplicacoes
== Aula 01 — Sequéncia de Pell: fatos elementares e generalizagdo para indice
INSTITUTO inteiro.
FE DERAL Prof. Wedson Francelino
Ceara
Aluno:
Data:
Na antiguidade, j4 se conheciam indmeras aproximagdes e técnicas de calculo para Vn e ¥n ,
n natural. As aproximagdes a V2 sio, em particular, bastante citadas como curiosidade e
exemplo histérico dessas aproximagoes. Exemplo dessas aproximagoes a V2 sio % e %
Theon de Alexandria, sibio grego, formalizou os processos de aproximagdes racionais com o
seguinte processo:
Defini¢io: Dadas as sequéncias v, e g, , com nelN , chamamos de escada de
Theon a recursio:
vn:‘/nfl-*-qnfl
qn = vn - 1+ Vn
com v,=q,=1.
Atividade:

1. Calcule os 10 primeiros Termos das sequencias v, e g,. Calcule também os 10

"
primeiros termos da sequencia t,=q,/v,.

2. Existe algum padrdo numérico para as sequéncias v, e g,? Sesim, as redefina de modo
a explicitar esse padrdo. E possivel definir tais sequéncias a partir de n=0?

3. Observando o que ja sabemos, é possivel refazer as duas questdes anteriores considerando
valores negativos para n, ouseja n€Z? Caso seja possivel, tente encontrar uma
relacdo entre termos de valores positivos e negativos.

4. O que acontece quando calculamos f,=q,,,/q,, para n€(l,..,10}? E quando

calculamos @,=v,,,/v,, para n€{l,..,10}? . B e «, exibem algum padrio quando

ne(—10,...,—1}? Existem g, ou «,?
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FEDERAL
Ceara

Aluno:

Data:

A sequencia de Pell e aplicacoes
Aula 02 — Férmula de Binet e generalizagdo de coeficientes da recorréncia.

Prof. Wedson Francelino

Hoje vamos explorar outras possiveis relagdes entre os valores da sequéncia de Pell. Por

exemplo, serd que existe uma maneira de representar P,., em termos de P, e P, ? Existe

alguma férmula para a soma dos n primeiros P, ? Que relagdes podemos encontrar ao explorarmos

quadrados e cubos de Pell ( P,> e P, )? Tente encontrar o maximo de relacdes interessantes entre

os valores da sequencia de Pell.

Sempre que possivel, demonstre as relacdes que encontrar. Caso encontre dificuldades,

tente mesmo assim justificar da melhor forma que vocé conseguir.

Muitas dessas relagoes, além de belas, podem ser utilizadas para simplificar célculos ou

permitir o acesso a novas propriedades envolvendo os nimeros de Pell. Portanto, quaisquer relacoes

n P, n P,
0 0 16 470832
1 1 17 1136689
2 2 18 2744210
3 5 19 6625109
4 12 20 15994428
5 29 21 38613965
6 70 22 93222358
7 169 23 225058681
8 408 24 543339720
9 985 25 1311738121
10 2378 26 3166815962
11 5741 27 7645370045
12 13860, 28| 18457556052
13 33461 29| 44560482149
14 80782 30, 107578520350
15 195025 31| 259717522849

ou férmulas (ou candidatas a) pode a vir ser muito tteis
no futuro. Lembrem também de observar se ha alguma
relacdo envolvendo o e f .

Observe que, na tabela ao lado, presente na
atividade para ajudar, exibimos apenas os 30 primeiros
valores positivos. No entanto, ji sabemos calcular
valores da sequéncia de Pell para indices negativos.
Considere-os em seus calculos.

Observando tudo o que ja fizemos e todas a
propriedades que obtivemos, vocé acha possivel
encontrar alguma equagdo que permita obter p, de

forma a ndo depender dos termos anteriores? Se ndo,

porque vocé acha que ndo é possivel. Se sim, explicite a equagdo e alguns termos calculados.
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ESE A sequencia de Pell e aplicacoes

=3 Aula 03 — Representa¢Ges matriciais e propriedades numeéricas.

INSTITUTO Prof. Wedson Francelino
FEDERAL

Ceara
Aluno:
Data:

Discutimos inumeras propriedades interessantes. Agora é hora de propor outros modelos de
apresentagao para a sequéncia de Pell. Vamos nos concentrar inicialmente nos modelos matriciais

Lembrando que os termos iniciais da sequéncia de Pell sao:

n 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12
Pn 0 1 2 5 12 29 70 | 169 | 408 | 985 | 2378 | 5741

Atividade:

1. Queremos saber se é possivel montar um esquema matricial para representar a sequéncia de
Pell, ou seja, serd que a partir de uma matriz inicial P,, 2x2, é possivel “fazer aparecer” os

todos os nimeros da sequéncia de Pell, sob uma operagdo recursiva. Por exemplo, dada a

5 2

matriz Mlz(1 0

), podemos conceber as recursoes:

M,,:3Mn_1+((1) ?)

ou

MnZSMl'Mnfl

Que resultam em duas sequéncias distintas de matrizes. No entanto, nenhuma das duas
apresenta os termos da sequéncia de Pell como esperavamos. E possivel encontrar uma
matriz inicial M, e uma recursio que forneca os termos da sequéncia de Pell? Essa

recursdo, caso exista, pode substituir a defini¢do original?
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E3 Aula 04 — Modelo polinomial.
INSTITUTO Prof. Wedson Francelino
FEDERAL
Ceara
Aluno:
Data:

Nosso objetivo ¢ discutir a possibilidade de uma representagio da sequéncia de Pell, via

A sequencia de Pell e aplicacoes

polinomios.

E sempre Gtil lembra de alguns termos da sequéncia de Pell:

n

0 1 2 3 4

5

6

8

9

10

11

12

Dn

0 1 2 5 12

29

70

169

408

985

2378

5741

Definimos como polinémios de Pell a recorréncia:

Atividades:

1.

Lembre-se que todas as suas afirmac¢des devem ser bem justificadas e demonstradas, de algum

modo.

Calcule alguns termos da recorréncia acima. Observando os resultados, que relagdo
esses polindmios possuem com a sequéncia de Pell?
Sera que existe alguma equacdo caracteristica para os polindmios de Pell, tal qual a

sequéncia de Pell? Se existe tal equagdo, quais propriedades possuem as raizes dessa

equagdo?

Sera que existe uma formula de Binet relacionada aos polindmios de Pell? Sera que

existem propriedades numéricas equivalentes aos da sequéncia de Pell para os

polindémios de Pell

P,=1,P,=0.

Pn+2:2xpn+1+Pn
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